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SADRZAJ



Glava 1

Metricki prostori

1.1 Primeri metrickih prostora

Mnogi pojmovi u matematici, posebno u matematickoj analizi, sustinski
podrazumevaju postojanje rastojanja u nekom skupu. Osnovne oso-
bine rastojanja izmedu dva objekta (elementa nekog skupa) date su
aksiomatski u sledecoj definiciji.

Definicija 1.1.1. Neka je X neprazan skup. Funkcijad: X x X — R
jeste metrika, ili rastojanje, u skupu X, ako za svako z,y, z € X vazi:

(a) d(z,z) > 0;

(b) d(z,y) = 0 ako i samo ako vazi z = y;

(c) d(z,y) = d(y,x) (simetrija);

(d) d(z,y) < d(z,2) + d(z,y) (nejednakost trougla).

U tom slucaju je ureden par (X, d) metricki prostor, ili X je metricki
prostor, a postojanje metrike d se na prostoru X podrazumeva. Ele-
menti metrickog prostora nazivaju se tacke.

Pojam metrike i metrickog prostora je koristio Frese! 1906. godine,
ali naziv "metricki prostor“ prvi je uveo Hausdorf?. Navodimo nekoliko
vaznih primera metrickih prostora.

"Maurice Fréchet (1878-1973), francuski matematicar
2Felix Hausdorff (1868-1942), nemacki matematicar
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Primer 1.1.1. Neka je X proizvoljan neprazan skup i neka je funkcija
d: X x X — R data formulom

0, ==y,
Cl(ﬂc,y)Z{1 vty

za x,y € X. Tada je (X, d) metricki prostor, koji se naziva diskretan
prostor, a d je diskretna metrika.

Primer 1.1.2. Neka je X = R skup realnih brojeva, i neka je funkcija
d: RxR — R definisana kao d(z,y) = |z —y| za x,y € R. Tada je skup
R metricki prostor. Ovako definisana metrika u skupu R je prirodna
metrika, ili prirodno rastojanje.

Primer 1.1.3. Neka je X = R? = {(a,b) : a,b € R}. Neka je x =
(l’l,l'g),y = (y17y2> € RQ? 1

d(z,y) = /(21 — y1)? + (22 — y2).

Tada je d Euklidova metrika u skupu R2.

Primer 1.1.4. Neka je X = R® = {(a,b,¢) : a,b,c € R}, i neka je
T = (r1,%2,73),y = (1,2, y3) € R®. Tada je

d(z,y) = /(21 = 91)? + (22 — y2)? + (w5 — y3)?
rastojanje u skupu R3. I ova metrika se naziva Euklidova metrika.

Dalja konstrukcija vaznih metrickih prostora zahteva poznavanje
izvesnih fundamentalnih nejednakosti. Stoga dokazujemo prvo nejed-
nakost Heldera, a onda i nejednakost Minkovskog.

Neka je p,q € R, pricemu je 1 < p,q < 00 %—i—% = 1. Tada je (p,q)
par dualnih brojeva, ili dualni par brojeva. U tom slucaju je p+q = pq.

Teorema 1.1.1. Ako je (p,q) dualni par brojeva, tada za sve brojeve
a,b > 0 vazi nejednakost
a? bl

ab < — + —.
p q
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Dokaz. Neka je p(t) = t?/p+t9/q zat > 0. Tada je ¢'(t) = (tPT7 —
1)/t Odavde sledi da je ¢'(t) < 0 za t € (0,1), kao i ¢'(t) > 0 za
t > 1. Prema tome, funkcija ¢ ima apsolutni minimum u taci t = 1,
odnosno ¢(t) > ¢(1) = 1 za svako t > 0. Neka je t = a'/9b~1/P. Tada
je (a'/ab=YP) /p + (at/9b~1/P) =9 /g > 1, odnosno ab < a?/p+b1/q. O

Teorema 1.1.2. (Nejednakost Heldera®) Neka je n € N, ay,...,a,,
bi,...,b, € C, i neka je (p,q) dualni par brojeva. Tada vazi

n n 1/17 n l/q
ZlaibM(Z\a#) (zw) |
=1 =1 =1

Dokaz. Neka je

ag b

n 1/p’ By = n 1/q’
G " )

Ay =

Tada je trazena nejednakost Heldera ekvivalentna nejednakosti

n
> JAB <1,
k=1
pri cemu vazi

S IAP =1, Y |Bil7=1.
k=1 k=1

Neka je a = |Ag| i b = |Bgl, pri ¢emu je k = 1,2,..

nejednakost dokazanu u Teoremi 1.1.1. Tada je
[Ael” | |Bil

|AxBy| <
q

Y

Sabiranjem svih ovih nejednakosti, proizilazi da vazi

n n n
1

1 1 1
A - A — —_ —
E | Ay Bi| < : g | Ag|? + . E | Bi|? ’ + .

k=1 k=1 k=1

Time je dokazana nejednakost Heldera.

30tto Holder (1859-1937), nemacki matematicar

k=1,2,...,

.,n. Primenimo

n.

S
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Teorema 1.1.3. (Nejednakost Minkovskog?) Neka jep > 1, n € N i
Q1y...,0n, b1,..., b, € C. Tada je

n 1/p n 1/p n 1/p
(Z la; + bi|p> < (Z \ai|p> + (Z |bi]p> .
=1 =1 =1

Dokaz. Ako je p =1, onda je dokaz trivijalan. Stoga pretpostavimo da
je p > 1. Postoji ¢ > 1 sa svojstvom %—i—é = 1. Na osnovu nejednakosti
Heldera sledi da vazi

> ak +0e? <> lagllak + 0ulP T+ bellak + belP
k=1 k=1 k=1

n 1/p_ n 1711
s(w) (zwwbkwp—q)

k=1 k=1

n 1/p n
+ (Z |bk|p> (Z |ay + bk|qp‘q>
k=1 k=1

(o) ((S) o () )

Kako je % + % = 1, sledi nejednakost Minkovskog. O]

Nejednakost Minkovskog omogucava uvodenje metrike u ”prostoru
sa vise dimenzija“.

1/q

Primer 1.1.5. Neka je X = C" = {a = (a1,...,a,) : a1,...,a, € C},
p>1,inekajex = (x1,...,2,),y = (y1,...,Yn) € C". Funkcija

n 1/p
-
i=1

jeste rastojanje u C". Ako je p = 2, onda je dy FEuklidovo rastojanje.

Dokaz. U ovom, kao i u mnogim drugim primerima metrickih prostora,
najteze je dokazati nejednakost trougla. U tom cilju, neka je z =

4Hermann Minkowski (1864-1909), nemacki matematicar
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(1, ),y = (Y1, Yn), 2= (21,...,2,) € C". Nekaje a; = z;— 2z
ib; =z —vy;zai=1,...,n. Primenimo nejednakost Minkovskog iz
Teoreme 1.1.3, i sledi da vazi d,(z,y) < dy(z, 2) + dy(2,y). O

Na isti nacin kao u prethodnom primeru, i skup R” jeste metricki
prostor u odnosu na metriku d,,, za proizvoljno p > 1.

Primer 1.1.6. U skupu C" moze se uvesti metrika na slede¢i nacin:
doo(x,y) = max |x; —
oo( 7y) 1§k§n| k yk|a

ako je x = (z1,...,20), ¥y = (y1,...,yn) € C™.

Posledica 1.1.1. (Nejednakost Minkovskog za redove) Neka su (ayp,)n
i (bp)n mizovi kompleksnih brojeva, sa svojstvom da redovi Y |a,|P i
S |bulP konvergiraju, pri cemu je p > 1. Tada i red > |a, + by|P kon-
vergira, i vazi nejednakost Minkovskog

oo 1/p . 1/p 0o 1/p
(mev’) s(er) +(Zlbilp> '
=1 =1 =1

Dokaz. Tvrdenje sledi na osnovu nejednakosti Minkovskog za konacne
sume, prelaskom na grani¢nu vrednost kada n (broj sabiraka) tezi
beskonac¢nosti. O

Skup kompleksnih nizova x = (xy); oznacava se sa s. Skup nizova,
ili neki specificni podskup od s, jeste metricki prostor u odnosu na
razlic¢ito definisane metrike.

Neka je p > 1. Skup ¢, se sastoji od svih nizova & = (), (realnih

ili kompleksnih brojeva), za koje red ) |xj|P konvergira. U skupu ¢,
k=1

metrika se uvodi na sledeéi nacin:

s 1/p
dp(,y) = (Z |z — yk|p> = (@), Y= (U € by
K1

Ako je p = 2, onda prostor ¢, predstavlja neposredno uopstenje
Euklidovog prostora C".
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Neka je /., skup svih ogranic¢enih nizova (realnih ili kompleksnih
brojeva). Drugim re¢ima, niz z = (z,), pripada skupu (., ako postoji
broj M > 0, tako da za svako n € N vazi |z,| < M. Ako je x = (x,), €
loo 1Y = (Yn)n € U, tada je rastojanje u skupu /., definisano kao

dOO(l”y) = sup |xn - yn|-
neN

Ako je, recimo |z,| < M i |y,| < N za svako n € N, tada je doo(z,y) <
M+ N.

Neka je ¢ skup svih konvergentnih nizova, a ¢y skup svih nizova
brojeva koji konvergiraju ka broju 0. Tada su c i ¢y metricki prostori u
odnosu na metriku d.,. Ocigledno vazi

CoCCCgoo.

Akojep > 11 ) |z,|P konvergentan brojni red, tada je lim x,, = 0,

n=1 n— o0

te sledi da vazi inkluzija
ép C ¢p.

Definicija 1.1.2. Neka je X metricki prostor u odnosu na metriku
d, i neka je Y C X. Tada je Y takode metricki prostor, pri ¢emu je
rastojanje u skupu Y indukovano rastojanjem u skupu X. Skup Y je
metricki potprostor prostora X.

Definicija 1.1.3. Ako je a,b € R ia < b, tada je Cla,b] skup svih
realnih (ili kompleksnih) neprekidnih funkcija na segmentu [a, b).

Skup neprekidnih funkcija na razne nacine postaje metricki prostor.

Primer 1.1.7. Ako je f,g € Cla,b], tada je
doo(f,9) = max | f(t) — g(t)].
tela,b]

Prethodni maksimum postoji, jer je f —g € C|[a, b]. Nije tesko proveriti
da je dw metrika u skupu Cfa, b].

Primer 1.1.8. Neka je f,g € Cla,b] i

di(f,g) = / () — g()dt.

Tada je dy metrika u skupu Cfa, b].
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Dokazac¢emo nejednakosti Heldera i Minkovskog za integrale.

Teorema 1.1.4. (Helder) Neka je (p,q) dualni par brojeva i f,g €
Cla,b]. Tada je

[ iswatora < ([1swpa) ” ([ wtor) "

Dokaz. Ako je f(t) = 0 za svako t € [a,b], ili je g(t) = 0 za svako
€ [a,b], tada je nejednakost ocigledna. Prema tome, pretpostavimo
da funkcije f i ¢ nisu identicki jednake nuli na segmentu la,b]. Iz

neprekidnosti funkcija f i g sledi f;|f( t)|Pdt > 0 i f lg(t)]?dt > 0.
Sliéno dokazu nejednakosti Heldera za sume, neka je s € [a,b] i

MO g ol
(S 1sp)” (1t poar) "

/ab |F(s)Pds =11 /ab G(s)|9ds = 1.

Trazena nejednakost Heldera ekvivalentna je nejednakosti

/ |F(s)G(s)|ds < 1.

Iskoristimo jos jednom Teoremu 1.1.1, pri ¢emu je a = F(s) i b = G(s).
Proizilazi da za svako s € [a, b] vazi

£ls)o(s) o P )
(R 1sopa)” (2 lowpa)™ P IIF@ORd g [l

F(s) =

Tada je

Integraljenjem poslednje nejednakosti na segmentu [a, b] sledi trazeni
rezultat. L

Posledica 1.1.2. (Minkovski) Neka je p > 11 f,g € Cla,b]. Tada je

(/"b o g(t)|pdt> : = (/b |f (t)lpdt) : + (/b |9(t)|pdt) "’
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Dokaz. Analogno dokazu odgovarajuceg tvrdenja za sume. O

Primer 1.1.9. Neka je f,g € Cla,b] i p > 1. Tada je

o= ( [ 1 - o) "

jedna metrika u skupu C|a, b].

Dokaz. Nenegativnost i simetricnost funkcije d, je ocigledna. Nejed-
nakost trougla sledi iz nejednakosti Minkovskog za integrale. Ako je
f(t) = g(t) za svako t € [a,b], onda je d,(f,g9) = 0. Sa druge strane,
neka je d,(f,g9) = 0. To znadi da je fab |f(t) — g(t)|Pdt = 0. Fukcija
|f — g|" je neprekidna i nenegativna. Ako je integral ove funkcije jed-
nak nuli, onda i sama funkcija mora biti jednaka nuli u svakoj tacki
segmenta [a, b]. Dakle, f = g. O

Nejednakosti Heldera i Minkovskog mogu biti dokazane u opstijem
slucaju, ako se pretpostavi da su funkcije f i g integrabilne u Ri-
manovom smislu na segmentu [a, b].

Opstije, moguce je posmatrati funkcije koje su integrabilne u smislu
Lebega®. Takode vaze nejednakosti Heldera i Minkovskog. Metricki
prostori Lebeg integrabilnih funkcija spadaju u najvaznije metricke
prostore u matematici.

Definicija 1.1.4. Neka je X metricki prostor i A, B C X. Rastojanje
izmedu skupova A i B definisano je kao

d(A, B) = inf{d(a,b) : a € A,b € B}.

Ako je AN B # (), tada je d(A, B) = 0. Obrnuto tvrdenje ne vazi.
Neka je X = R u odnosu na uobi¢ajenu metriku, a < b < ¢, A = (a, b)
i B=(bc). Tadaje d(A,B)=01i AN B =0.

Definicija 1.1.5. Neka je X metricki prostor, A C X iz € X. Tada je
rastojanje tacke x od skupa A jednako rastojanju skupa {z} od skupa
A. Drugim re¢ima,

d(x,A) = inf{d(z,a) : a € A}.

SHenri Léon Lebesgue (1875-1941), francuski matematicar
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Ako je x € A, tada je d(z, A) = 0. Medutim, ako je d(z, A) =0, ne
mora biti x € A.

Definicija 1.1.6. Neka je X mtericki prostor i A C X. Dijametar
skupa A jeste

d(A) = sup{d(z,y) : z,y € A}.

Skup A je ograni¢en u metrickom prostoru X, ako je d(A) < oc.
Na kraju, navodimo zanimljiv primer metrickih prostora.

Primer 1.1.10. Funkcija f : [a,b] — R (ili f : [a,b] — C) je deo po deo
neprekidna, ako u skupu [a, b] postoji konacno mnogo tacaka prekida
funkcije f. Skup svih deo po deo neprekidnih (realnih ili kompleksnih)
funkcija na segmentu [a, b] obelezavamo sa Cyla, b].

Neka je p > 1 i neka je

(0= ([ 150 - gopar). s9€ Caia

Funkcija d, ima gotovo sve osobine metrike, osim jedne: ako je d,(f, g) =
0, onda se funkcije f i ¢ mogu razlikovati u konacno mnogo tacaka, a
to su tacke prekida bar jedne od ove dve funkcije.

Da bi se formalno izbegla prethodna nesaglasnost sa uobic¢ajenim
svojstvima metrike, pribegava se slede¢oj konstrukeiji. U skupu Cya, b]
uvodi se relacija ~ na slede¢i nacin: f ~ g akoisamo ako je f = g svuda
na [a, b], osim eventulano u konaéno mnogo tacaka ovog segmenta. Lako
je proveriti da je ~ relacija ekvivalencije u skupu Cyla,b]. Neka je
Chla,b] = Cla,b]/ ~. Sada, za f,g € Cyla,b] neka su [f], [¢] € Cjla, b]
odgovarajuce klase ekvivalencije. Neka je

= ([ 1 o) "

Tada d, ne zavisi od izbora predstavnika klasa ekvivalencije, i d,, je
metrika u skupu Cjla, b].

Jednostavno je proveriti da je Ca, b] metricki potprostor od Ca, b]
u odnosu na metriku d,.

Medutim, uobicajeno je da se za prostor Cyla, b] kaze da je metricki
prostor u odnosu na metriku d,, pri ¢emu se identifikuju funkcije koje su
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medusobno ekvivalentne u odnosu na relaciju ~. U skladu sa ovom kon-
vencijom, Cla, b] je metricki potprostor od Cyla, b] u odnosu na metriku
d,.

1.2 Konvergencija nizova
i osobine skupova

Pretpostavljamo nadalje da je X metricki prostor sa metrikom d. Ako
jer > 01ia € X, onda skupovi K(a,r) = {z € X : d(z,a) < r},
Kla,r] = {z € X : d(a,z) < riS(a,z)={r e X :d(a,zx) = r},
redom, jesu: otvorena kugla, zatvorena kugla i sfera sa centrom u tacki
a poluprecnika 7.

Definicija 1.2.1. Neka je X metricki prostor i neka je (a,), niz tacaka
u X. Niz (ay), konvergira ka tacki a € X u odnosu na metriku d, ako
je lim d(a,,a) = 0. U tom slucaju je lima, = a, ili lim a, = a, i niz

(an)n je konvergentan, dok je tacka a grani¢na vrednost niza (ay,)s,.
Ako niz (a,), nije konvergentan, onda je divergentan.

Nije tesko proveriti sledece tvrdenje.

Posledica 1.2.1. Neka je (a,), niz u metrickom prostoru X, ia € X.
Tada je lim a,, = a ako i samo ako se u svakoj kugli sa centrom u tacki

n—oo

a (pozitivnog poluprecnika ), nalazi beskonaéno mnogo élanova niza
(an)n, dok se van te kugle nalazi konacno mnogo clanova pomenutog
niza. Pri tome nije vaino da li se posmatraju otvorene ili zatvorene
kugle sa centrom u tacki a.

Teorema 1.2.1. Ako je niz (a,), konvergentan, onda on ima tacno
jednu granicnu vrednost.

Dokaz. Pretpostavimo da niz (a,,), konvergira dvema razli¢itim tackama
aib. Nekajer = d(a,b). Kako je a # b, sledi da je d > 0. Posmatrajmo
kugle K(a,d/3) 1 K(b,d/3). Ocigledno su ove dve kugle disjunktne. Iz
¢injenice lim a, = a sledi da se u kugli K(a,d/3) nalazi beskona¢no

n—oo

mnogo ¢lanova niza (a,),, dok se van te kugle nalazi kona¢no mnogo
¢lanova ovog niza. To znaci da se u kugli K(b,d/3) nalazi konaéno
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mnogo clanova niza (a,),, $to je suprotno pretpostavci lim a, =b. [
n—oo

Niz (ay), u metrickom prostoru X je ogranicen, ako je skup {z, :
n=1,2,...} ogranicen. Jednostavno je dokazati sledeéu osobinu kon-
vergentnih nizova.

Teorema 1.2.2. Ako je niz (a,), u metrickom prostoru X konvergen-
tan, onda je on ogranicen.

U metrickim prostorima opisujemo specijalne odnose tacaka i skupova.
Nekajeae X1 AC X.

Ako postoji neki broj r > 0 tako da je K(a,r) C A, tada je a unu-
trasnja tacka skupa A. Skup svih unutrasnjih tacaka skupa A oznacava
se sa int A.

Ako za svako r > 0 vazi K(a,7)NA # (), tada je a adherentna tacka
skupa A. Skup svih adherentnih tacaka skupa A oznacava se sa cl A.

Ako postoji niz (a,), razlicitih tacaka skupa A, sa svojstvom da je
lim a, = a, tada je a tacka nagomilavanja skupa A. Skup svih tacaka

n—oo

nagomilavanja skupa A oznacava se sa acc A.

Ako postoji r > 0 tako da K(a,r) N A = {a}, tada je a izolovana
tacka skupa A. Skup svih izolovanih tacaka skupa A oznacava se sa
iso A.

Ako za svako r > 0 vazi K(a,7)NA# 01 K(a,r)N A" # 0, onda je
a rubna tacka skupa A. Skup svih rubnih racaka od A oznacava se sa
bd A.

U opstem slucaju vaze sledece inkluzije:

int A,iso A C A C cl A.

Primer 1.2.1. Neka je A C R, tako da je A = (0,1] U {2}. Tada je
int A= (0,1), clA = [0,1] U {2}, accA = [0,1], iso A = {2}, bd A =
{0,1,2}.

Skup A je otvoren, ako je A = int A. Skup A je zatvoren, ako je
A =clA. Akojez € int A, onda je skup A okolina tacke x. U narednim
teoremama karakteriSemo otvorene i zatvorene skupove.

Teorema 1.2.3. Skup A je otvoren ako i samo ako za svako a € A
postogi broj r > 0 tako da je K(a,r) C A.
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Dokaz. Pretpostavimo da je A otvoren skup u X. Tada je A = int A.
Neka je a € A. Obzirom da je takode i a € int A, tada postoji neki broj
r > 0, tako da je K(a,r) C A.

Sa druge strane neka za svako a € A postoji neki broj r > 0 sa
svojstvom da je K(a,r) C A. Tada je a € int A. Sledi A Cint A C A,
te je A =int A, odnosno A je otvoren skup. m

Teorema 1.2.4. Skup A je zatvoren, ako i samo ako za svaki niz tacka
(an)n skupa A sa svojstvom lim a, = a, sledi da je a € A.

Dokaz. Neka je A zatvoren skup, odnosno A = cl A. Pretpostavimo da
je (ay), niz tacka skupa A sa svojstvom lim a, = a. Neka je r > 0.

n—oo

Tada je u kugli K (a, ) beskonaéno mnogo tacaka skupa A, odakle sledi
da je a € cl A. Kako je A =cl A, sledi a € A.

Sa druge strane, neka za svaki niz (a,,), tacaka skupa A sa svojstom
da ako je lim a,, = a, onda je a € A. Neka jea € clAir; > 0. Ako

n—oo

je a € A, tvrdenje je dokazano. Pretpostavimo, dakle, a ¢ A. U skupu
K(a,r1)NA postoji tacka ay, tako da je a; # a. Neka je ro = d(a,ay)/2.
U skupu K(a,re) N A postoji tacka as, i tada je as # a,a;. Neka je
ry = d(a,ay)/2. Nastavimo ovaj postupak. Na ovaj nacin formiramo niz

razlicitih tacaka (a,), skupa A, sa ociglednim svojstvom lim a, = a.
n—oo

Na osnovu pretpostavke, a € A. Dakle, A je zatvoren skup. O

Teorema 1.2.5. Skup A C X je otvoren ako i samo ako je skup X\ A =
A€ zatvoren.

Dokaz. Neka je skup A otvoren. Pretpostavimo da je a € cl(A°)\ A°. Na
osnovu ¢injenice a € A, sledi da postoji r > 0, tako da je K(a,r) C A.
Dakle, K (a,r) N A¢ = (), te nije moguce a € cl(A°). Dokazali smo da je
cl(A°)\ A° = 0. Uvek vazi A° C cl(A°), te je zapravo sada A° = cl(A°)
i skup A° je zatvoren.

Sa druge strane, neka je A° zatvoren skup. Pretpostavimo da je
a € A. Iz ¢injenice da a ¢ A° = cl(A°), sledi da postoji r > 0, tako da
je K(a,r)N A® =0, te je K(a,r) C A. Na osnovu Teoreme 1.2.3 sledi
da je A otvoren skup. O

Teorema 1.2.6. Skup int A je najveci otvoren skup koji je sadrzan u
skupu A.
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Dokaz. Na osnovu Teoreme 1.2.3 sledi da je int A otvoren skup. Pret-
postavimo da je B otvoren skup sa svojstvom int A C B C A, i neka je
a € B. Iz ¢injenice da je B otvoren, i na osnovu Teoreme 1.2.3, sledi
da postoji r > 0 sa svojstvom K(a,r) C B C A. Tada, na osnovu
definicije skupa int A, sledi da je a € int A. Dakle, B C int A, te je
B = int A. O

Skup int A se naziva i unutrasnjost skupa A.
Teorema 1.2.7. Skup cl A je najmanji zatvoren skup koji sadrzi A.

Dokaz. Neka je a € cl(clA), i neka je r > 0. Tada postoji tacka
b € K(a,r) NclA. Takode, postoji tacka ¢ € K(b,r/2) N A. Prema
tome, ¢ € K(a,r) N A. Sledi da je cl(cl A) = cl A, odnosno skup cl A je
zatvoren.

Neka je B proizvoljan zatvoren skup, tako da je A C B C cl A.
Pretpostavimo da je a € cl A ineka je r > 0. Tada postoji b € K(a,r)N
A. Sledi da je takode b € K(a,r) N B, te je b € c1 B = B. Dokazali
smo da je clA C B, tejeclA = B. n

Skup cl A se naziva i zatvorenje skupa A.

Nije tesko utvrditi da je X istovremeno i otvoren i zatvoren skup.
Sledi da je i () istovremeno otvoren i zatvoren skup.

Ako je E C X, tada je E sam za sebe takode metricki prostor, pri
¢emu je metrika u skupu E odredena (indukovana) metrikom iz skupa
X.

Primer 1.2.2. Neka je £ C R, i E = [0,1] U {2}. Tada je skup {2}
istovremeno otvoren i zatvoren u skupu FE.

Jednoelementni skup u metrickom prostoru je uvek zatvoren. Pret-
hodni primer pokazuje da jednoelementni skup moze biti i otvoren.

Teorema 1.2.8. Ako su A i B otvoreni skupovi v X, tada je 1t AN B
otvoren skup.

Dokaz. Neka je a € AN B. Tada postoje pozitivni brojevi ry i ro, tako
da vazi K(a,r) C Ai K(a,m9) C B. Neka je r = min{ry,72}. Tada je
K(a,r) C AN B. O

Teorema 1.2.9. Neka je {A;}icr familija otvorenih skupova u X, pri
cemu je I proizvoljan indeksni skup. Tada je |J;,o; A;i takode otvoren
skup.
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Dokaz Neka je a € |J,c; Ai. Tada postoji 49 € I tako da je a € Ay.
Takode, postoji broj r > 0 tako da je K(a,r) C A;, C J;c; Ai- Sledi
da je J,c; Ai otvoren skup. ]

Na osnovu Teoreme 1.2.5 proizilazi sledec¢a karakterizacija zatvorenih
skupova.

Teorema 1.2.10. Neka su A, B i A; (i € I) zatvoreni skupovi, pri
cemu je I proizvoljan indeksni skup. Tada su AU B i ()., A; takode
zatvoreni skupouvi.

Na osnovu Teoreme 1.2.9 sledi da je konacan skup uvek zatvoren.
Lako je proveriti da je skup K(a,r) otvoren skup, dok je Kla,r]
zatvoren skup. Medutim, u opstem slucaju je cl K(a,r) # K|a,r|.

Primer 1.2.3. Neka je X proizvoljan neprazan skup i neka je d diskretna
metrika u skupu X. Neka jea € X. Tadaje K(a,1) = {a} = cl K(a,1),
dok je Kla,1] = X.

Opisa¢emo skup tacaka nagomilavanja nekog skupa.

Teorema 1.2.11. Neka jea € X i A C X. Tada je a € acc A ako i
samo ako za svako r > 0 vazi (K (a,r) N A)\ {a} # 0.

Dokaz. Neka je a € acc A i neka je r > 0. Postoji niz razli¢itih tacaka
(an)n skupa A, tako da vazi lim a,, = a. U skupu K (a,r) je beskonacno

n—oo

mnogo ¢lanova ovog niza. Kako su svi ¢lanovi ovog niza medusobno
razlic¢iti, onda se svi oni (sa izuzetkom, eventualno, nekog clana koji je
jednak a) nalaze u skupu (K (a,r) N A)\ {a}.

Sa druge strane, pretostavimo da je r; > 0. Postoji tacka a; €
K(a,m) N A sa svojstvom a; # a. Neka je ro = d(a,ay)/2. Tada
postoji tacka as € K(a,ry) sa svojstvom as # a. Takode je ay # a;.
Nastavljajuéi postupak, dolazimo do niza medusobno razli¢itih tacaka
a, € A, tako da je lim a,, = a. Prema tome, a € acc A. m

Na osnovu prethodnog razmatranja zakljucujemo da za dati skup
A C X, svaka tacka a € A jeste ili izolovana tacka skupa A, ili je tacka
nagomilavanja skupa A.

Jednostavno je dokazati sledec¢a tvrdenja.

Teorema 1.2.12. Ako je A C X, tada je bd A=clANcl(A°), ibdA
je zatvoren skup.
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Teorema 1.2.13. Ako je A C X, tada je clA = AU acc A.

Skup A je svuda gust u metrickom prostoru X, ako je clA = X.
Ako je A, B C X, tada je A svuda gust u skupu B, ako je B C cl A.

Posledica 1.2.2. Neka je A, B C X. Skup A je svuda gust u skupu B
ako i samo ako za svako b € B i svako r > 0 vazi K(b,r) N A # 0.

Skup racionalnih brojeva Q je svuda gust u skupu realnih brojeva
R, kao i u skupu iracionalnih brojeva I. Takode, skup I je svuda gust
u skupu R i u skupu Q.

Skup A je nigde gust, ako je int(cl A) = 0.

Skup celih brojeva Z je nigde gust. Ako su A i B nigde gusti skupovi,
onda je i AU B nigde gust skup (proveriti!). Medutim, ako je (A,),
niz nigde gustih skupova, nije obavezno i (J, A, nigde gust skup! Na
primer, skup Q nije nigde gust, ali je Q prebrojiva unija jednoelementih
(dakle, nigde gustih) skupova u R.

Skup A je savrsen (perfektan), ako mu pripadaju sve njegove tacke
nagomilavanja, i ako je svaka njegova tacka istovremeno i njegova tacka
nagomilavanja. Drugim re¢ima, A je perfektan, ako je A = acc A.
Jednostavno je proveriti da svaki perfektan skup mora biti zatvoren.

Ocigledno, segment [a,b] je savrsen skup, ako se posmatra u pros-
toru R.

1.3 Kantorov skup

U ovoj sekciji opisan je Kantorov® skup, koji je podskup segmenta [0, 1].
Ovaj karakteristi¢ni skup je primer izvesnih vaznih osobina podskupova
realne prave.

Posmatrajmo segment Iy = [0,1]. Neka je Uy = (1/3,2/3) i I, =
I\ U, =10,1/3]U[2/3,1]. Neka je Uy = (1/9,2/9)U(7/9,8/9), itd. U
koraku po redu k izbacujemo 2%~! sredignjih intervala duzine po 1/3*,
i unije izbacenih intervala u k-tom koraku oznacavamo sa Ui. Ono sto
ostaje od segmenta [0, 1] oznacavamo sa I,. Neka je K = (), ;. Skup
K je Kantorov skup na segmentu [0, 1].

8Georg Ferdinand Ludwig Phillip Cantor (1845-1918), nemacki matematicar
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Teorema 1.3.1. Kantorov skup je neprebrojiv nigde gust skup u R.
Stavise, Kantorov skup je perfektan.

Dokaz. Svaki skup Uy, je otvoren, jer je konacna unija otvorenih inter-
vala. Sledi da je skup I, = [0,1] N (Uy)¢ zatvoren. Prema tome, K je
zatvoren skup, kao presek zatvorenih skupova.

Skup K je nigde gust, ako dokazemo da je int K = (). Pretpostavimo
da je x € K i neka je e > 0. Sledi x € I za svako k € N. Svaki
skup I je disjunktna unija 2% segmenta duzine po 1/3%, i neka su to
segmenti I3, j = 1,...,2% Neka je 1/3¥ < e. Tada z pripada tatno
jednom segmentu I} duzine 1/3* (za taéno jedno j € {1,...,2¥}). U
slede¢em koraku iz sredine segmenta I,f; izbacujemo centralni interval
duzine 1/3¥+1. Sada je oc¢igledno da u e-okolini tacke x € K postoje i
tacke skupa Uyy1. Prema tome, x ne moze biti unutrasnja tacka skupa
K, te je skup K nigde gust.

Na osnovu prethodnog razmatranja lako je zakljuciti da u e-okolini
proizvoljne tacke z € K postoje tacke y € K, za koje je y # z. Prema
tome, z je tacka nagomilavanja skupa K. Sledi da je K savrSen skup.

Razmotrimo zapis realnih brojeva segmenta [0, 1] u brojnom sistemu
sa osnovom 3. Na primer,

1 2 1
(0,121)5 = 31 + 3 + 3
Lako je utvrditi da se mogu iskljuciti svi zapisi koji na kraju imaju
beskona¢no mnogo cifara 2, kao $to je, na primer:

(0,122..)3 = l+3+3+...:1+2(1+1+l+...)
’ 3 32 23 3 9 3 3
3 91-1"3 7

Iskljucujuci ovakve zapise sa beskonacno mnogo cifara 2 na kraju, sledi
da svaki broj iz skupa [0, 1] ima jedinstven prikaz u brojnom sistemu
sa osnovom 3.

Vratimo se konstrukciji Kantorovog skupa. U prvom koraku izbacu-
jemo interval (1/3,2/3), a to su svi brojevi iz intervala (0,1;0,2),
odnosno brojevi koji u brojnom sistemu sa osnovom 3 ne dozvoljavaju
pojavljivanje cifre 2 na prvom mestu iza zareza (na prvoj ”decimali“). U



1.3. KANTOROV SKUP 19

drugom koraku izbacujemo intervale (1/9,2/9) 1 (7/9,8/9), a ovi inter-
vali u brojnom sistemu sa osnovom 3 jesu (0,01;0,02)5 i (0,21;0,22);.
Dakle, u drugom koraku izbacujemo sve realne brojeve segmenta [0, 1],
koji u brojnom sistemu sa osnovom 3 ne dozvoljavaju pojavljivanje cifre
2 na drugoj "decimali“. Nastavljaju¢i postupak, proizilazi da izbacu-
jemo sve realne brojeve koji u brojnom sistemu sa osnovom 3 sadrze
bar jednu cifru 2. Sledi da se u Kantorovom skupu K nalaze ta¢no
oni realni brojevi koji u svom zapisu u brojnom sistemu sa osnovom 3,
sadrze samo cifre 01 1.

Metoda, koja se koristi u nastavku dokaza, naziva se Kantorov
metod dijagonalizacije. Pretpostavimo da je skup K prebrojiv i neka

je K ={x1,29,...}. Tada je

xry = (O, 11212713 - - - )37
To = (0, XL21X22X23 - - - )37
xr3 = (0; T31L32233 - - - )3;

pri ¢emu je z;; € {0,1}. Neka je za svako i € N:

o 07 Tis = 17

Y= 1, Tii = 0,
Tada se broj y = (0,y1y2ys . .. )3 sastoji samo od cifara 0 i 1, odakle
sledi y € K. Sa druge strane, oc¢igledno je y # z; za svako ¢ € N.
Dakle, nije moguce da je K prebrojiv skup. O]
Na kraju sekcije procenimo duzinu svih izbacenih intervala Uy, pri-
likom konstrukcije skupa K. U; je jedan interval duzine 1/3, U se
sastoji od dva intervala duzine po 1/9, Uz se sastoji od 4 intervala
duzina po 1/27. U opstem slucaju, Uy se sastoji od 2! intervala, od
kojih je svaki duzine 1/3*. Dakle, suma duzina svih izbacenih intervala

jednaka je

e Qkfl

=1

k=1
Prethodna ¢injenica je posebno interesantna za izrac¢unavanje duzine
(Lebegove mere) skupa K. Dakle, duzina skupa K jednaka je 0. Ovom
prilikom ne diskutujemo zasto se moze izracunati duzina skupa K.
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1.4 Kompletni metricki prostori

Iz ranijih kurseva matematicke analize dobro je poznat Kosijev” krite-
rijum za konvergenciju nizova. U proizvoljnim metrickim prostorima
ovaj kriterijum ne vazi, kao Sto ¢emo kasnije pokazati.

Definicija 1.4.1. Niz (a,), je Kosijev niz u metrickom prostoru X,
ako za svako € > 0 postoji ng € N, tako da za svako n,m € N vazi
implikacija

n,m >ny = d(ay,ay,) <€

Teorema 1.4.1. Svaki konvergentan niz je Kosijev.

Dokaz.  Pretpostavimo da je (a,), konvergentan niz. Tada postoji
a € X tako da je lim a, = a. Neka je ¢ > 0. Postoji ny € N tako da

n—oo

za svako n > ng vazi d(a,,a) < €/2. Pretpostavimo da je n,m > no.
Tada je

d(an, am) < d(an,a) + d(a, ay,) < €/2+€/2 =e.

Time je dokazano da je niz (a,,), Kosijev. O

Nije svaki Kosijev niz u metrickom prostoru obavezno i konvergen-
tan, kao sto pokazuju slede¢i primeri.

Primer 1.4.1. Skup Q je metricki prostor, koji je sadrzan u metrickom
prostoru R, u odnosu na uobicajeno rastojanje. Neka je (a,), niz
racionalnih brojeva, koji konvergira iracionalonom broju a. Tada je
niz (a,), Kosijev, jer vazi Kosijeva teorema za konvergenciju nizova u
R. Sa druge strane, niz (a,), nije konvergentan u metrickom prostoru
Q. Sustina ovog primera jeste da Q nije zatvoren podskup od R.

Slede¢i primer je manje elementaran, ali veoma zanimljiv.

Primer 1.4.2. Neka je X = (0, 1], u kome je definisana metrika d;.
Tada postoji Kosijev niz u X, koji nije konvergentan u X.

Dokaz. Neka je fi(x) = x za svako x € [0,1]. Neka je fo(z) = 0 za
x € [0,1/4], fo(z) = 1 za x € [3/4,1], i neka je fo linearna funkcija

" Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), francuski matematiar
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na segmentu [1/4,3/4], tako da grafik ove funkcije spaja tacke (1/4,0)
i (3/4,1). Dalje, neka je f3(x) = 0za x € [0,1/3], fs(z) =1 za z €
[2/3,1], i neka je f3 linearna funkcija na segmentu [1/3,2/3], tako da
grafik funkcije f3 spaja tacke (1/3,0) 1 (2/3,1). Nastavimo postupak za
svaki prirodan broj n. Tada je f,(z) = 0 za svako z € [0,1/2—1/(2n)],
fn(x) =1 za svako x € [1/2 + 1/(2n),1], i f, je linearna funkcija na
segmentu [1/2—1/(2n),1/2+ 1/(2n)], tako da grafik funkcije f,, spaja
tacke (1/2 — 1/(2n),0) i (1/2 + 1/(2n), 1).

Neka je f(x) = 0 za z € [0,1/2), f(z) = 1 za z € (1/2,1], i
f(1/2) = a € R. Ocigledno, f ¢ C|0,1], ali f € C4[0,1]. Sa druge
strane, .

di(far ) = 5= = 0 (1= 0).
Prema tome, niz (f,), konvergira u smislu metrike d; ka funkeciji f €
C4[0,1]. Ova funkcija je jedinstveno definisana svuda, osim u konacéno
mnogo tacaka prekida (videti Primer 1.1.10).

Pretpostavimo da postoji funkcija g € C|0, 1], dako da (f,), kon-
vergira ka g u smislu metrike d;. Grani¢na vrednost niza funkcija u
metrickom prostoru Cyla,b] je jedinstvena, tako da mora biti f = g¢
svuda, osim eventualno u kona¢no mnogo tacaka. Poslednje tvrdenje
oc¢igledno nije moguce, zbog neprekidnosti funkcije g.

Dakle, niz ( f,,), ne konvergira nekoj funkciji iz skupa C'a, b] u smislu
metrike dj.

Neka je m > n. Tada je

m—n
di(fn, fn) = T 0 (m>n,n— o0).
Sledi da je (f,), Kosijev niz u C10, 1]. O

Dakle, Kosijev niz ne mora biti konvergentan. Sa druge strane,
jednostavno je dokazati sledeci rezultat.

Teorema 1.4.2. Svaki Kosijev niz je ogranicen.

Teorema 1.4.3. Ako je (x,), Kosijev niz, i ako postoji njegov podniz
(@, )k kogi konvergira ka tacki a € X, tada i niz (x,), konvergira ka
tacki a.

Dokaz. Neka je e > 0. Niz (z,), je Kosijev, i zato postoji ng € N tako
da za svako n, m > ng vazi d(x,, x,,) < €. Sa druge strane, klim Ty, = a,
—00
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te postoji ko € N, tako da za svako k > kg vazi d(x,,,a) < e. Neka je
ny = max{ng, ng, }, n > ni, i k > ko tako da je ny > ny. Tada je

d(zp,a) < d(xp, Tn,) + d(Ty,,a) < 2€.

Time smo dokazali da je lim z, = a. O

n—oo

Definicija 1.4.2. Metricki prostor je kompletan, ako u njemu svaki
Kosijev niz konvergira.

Prostori R i C u odnosu na uobicajene metrike, jesu kompletni.
StaviSe, ovi prostori su kompletni i u odnosu na metriku d,. Dokaz je
analogan dokazu u slede¢em primeru.

Teorema 1.4.4. Prostor {, (1 <p < 00) je kompletan.

Dokaz. Neka je (z,), Kosijev niz u ¢,, i neka je ¢ > 0. Postoji broj
no € N, tako da za svako m,n > ng vazi d,(z,, z,) < €. Primetimo da
je z,, takode jedan niz brojeva, recimo z,, = (a}),. Tada je

00 1/p
& () = (z - \) e

k=1

Ocigledno je |a} — a}| < dy(zp, zm) < € za svako m,n > ng i za svako
k € N. Sledi da je (a}),, jedan Kosijev niz u R (ili u C, ako posmatramo
kompleksne nizove). Prostor R (ili C) je kompletan, te sledi da je niz
(a}), konvergentan za svako k& € N. Drugim rec¢ima, za svako k € N
postoji broj ay, tako da je lim a} = aj.

n—oo
Dokazacemo da niz a = (ai), pripada prostoru ¢,. Niz (z,), je
Kosijev, pa je ogranic¢en u prostoru ¢,. Prema tome, postoji neki broj
M > 0, tako da za svako n € N vazi

[e.9]

(dp(n, 0))7 = > [af]” < M.
k=1

Ovde je 0 = (0,0,...) nula-niz, koji oc¢igledno pripada prostoru ¢,,.
Specijalno, za svako t € N vazi

t
D lapl < M.
k=1
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Neka sada n — oo. Sledi da vazi
t
> larlP < M.
k=1

Neka t — oco. Vazi Z lag|P < M, odakle sledi a = (ay)y € €.

Na kraju, treba dokazatl lim x, = a u smilu metrike d,,.

n—oo

t € N, tada je ocigledno, za m,n > ng:

¢
Z lag — ai'|P < €P.
k=1

Ako m — o0, onda je

t

Z lap — aplP < €.

k=1

Neka sada t — oo. Proizilazi da vazi

(dy(zp,a Z la} — ax|? < €.

Ovim je dokazano lim dy(z,,a) = 0, te je prostor ¢, kompletan.

n—oo

Teorema 1.4.5. Prostor (o, je kompletan.

23

Ako je

]

Dokaz. Neka je (z,,), Kosijev niz u £o,. Vazi x, = (a}); i a} su (realni
ili kompleksni) brojevi. Neka je € > 0. Tada postoji ng € N tako da za

svako m,n > ng vazi
doo(Tn, Trm) = max |ay — af'| < e.
keN
Za svako k € N i svako m,n > ngy vazi

lag —aj’| < e.

Sledi da je za svako k € N niz (a}),, Kosijev niz brojeva. Prema tome,

za svako k£ € N postoji broj ag, tako da je lim aj = a.



24 GLAVA 1. METRICKI PROSTORI

Niz (x,), je Kosijev, pa je ogranicen u f.,. Sledi da postoji M > 0
tako da za svako n € N vazi

d — nl < M.
oo (Zn, 0) Iggglaﬂ <

Jos jednom, 0 = (0,0, ...) je nula-niz koji pripada prostoru /... Speci-
jalno, za svako n,k € N je |a}| < M. Neka n — oo. Tada za svako
k € Nvazi |ax| < M. Prema tome, max lax| < M, te je a = (ag)k € loo-

Posmatramo nejednakost
m n
|a;" — ai| <,
koja vazi za svako m,n > ng. Neka m — oo. Sledi da za svako n > ng
vazi
n
lap — ag| < e.

To upravo znaci lim dy(z,,a) = 0, te je prostor ¢, kompletan. ]

n—oo

Teorema 1.4.6. Prostor Cla,b] je kompletan u odnosu na metriku do..

Dokaz. Neka je (f,)n, Kosijev niz u Cla,b] i neka je € > 0. Postoji
ng € N, tako da za svako m,n > ng vazi

oo (frs fin) = mmax [fat) — f(D)] <e.

Neka je t € [a, b] fiksiran broj i n,m > ng. Tada je

[fn(t) = ()] <€

Sledi da je (f,(t)), Kosijev niz brojeva, za svako fiksirano ¢t € [a,b].
Neka je lim f,(t) = f(t). Ocigledno, f je funkcija definisana na seg-
mentu [a, b].

Podsetimo da postoji ng € N, tako da za svako m,n > ng i svako
t € [a,b] vazi nejednakost

’fn(t) - fm(t)| <€
Neka m — oo. Tada sledi da za svako ¢ > 0 postoji ng € N, tako da
za svako n > ng 1 svako ¢ € [a,b] vazi |f,(t) — f(t)] < e. Sledi da je f
uniformna grani¢na vrednost niza neprekidnih funkcija (f,),. Onda je
f neprekidna funkcija na segmentu [a,b], i lim f, = f u smislu metrike
d~. Prema tome, Cla,b] je kompletan metricki prostor u odnosu na
metriku d. O
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Primer 1.4.3. Prostori Cla,b] i Cyla, b] nisu kompletni u odnosu na
metrike d,, za 1 < p < o0.

Neka je (x,), niz tacaka u metrickom prostoru X, i neka je (7,),
niz pozitivnih brojeva. Ako je

Klxy,r1]) D Klzg,7m9] D -

i lim r, =0, tada je K,, = K[z, r,] niz monotono opadajuéih zatvorenih

n—oo

kugli, ¢iji poluprecnici teze ka nuli.
Dokazujemo jednu karakterizaciju kompletnih metrickih prostora.

Teorema 1.4.7. Metricki prostor X je kompletan, ako i samo ako za
svaki niz (K,,), monotono opadajuéih zatvorenih kugli, éiji poluprecnici
teze nuli, vazi (), K, = {a} za neko a € X.

Dokaz. Pretpostavimo da je X kompletan metricki prostor. Neka je
K, = K[z,,r,] monotono opadajuéi niz zatvorenih kugli, i neka je
lim r, = 0. Neka je ¢ > 0. Postoji ny € N, tako da za svako n > ng

n—oo

vazir, < €. Nekajem > n. Tadaje K, C K, te je d(x,,, x,) < r, < €.
Tada je (z,,), Kosijev niz u X. Prostor X je kompletan, pa postoji tacka
a € X, tako da je lim z, = a.

n—oo

Neka je n € N proizvoljan. Tada z,,x,+1,... € K,. Kako je
lim x,, = a, sledi da je a € acc K,,. K, je zatvoren skup, te je a €

m—00

K,. Broj n € N je proizvoljan, odakle sledi a € (), K,. Iz ¢injenice
lim r, = 0 proizilazi da ne moze jos koja tacka prostora X pripadati

skupu ), K. Konac¢no, (), K, = {a}.

Sa druge strane, pretpostavimo da X nije kompletan metricki pros-
tor. Neka je (z,), Kosijev niz u X, koji nije konvergentan. Neka je,
recimo, €; = %, pri ¢emu je i € N. Tada postoji broj n; € N (bez
gubljenja opstosti, n; > n;_1), tako da za svako m > n; vaz

1
AT, Tn,) < —
(o ) < 5

Neka je K; = K|zn;, 301}, ¢ € N. Na osnovu d(zp,, T,,,,) < 5 sledi

K; D K;y1. Dakle, K; je niz monotono opadaju¢ih zatvorenih kugli,
Ciji poluprecnici teze nuli.
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Pretpostavimo da postoji a € (), K;. Tada za svako i € N vazi
d(a, x,,) < 2—1,1 Neka je m > n;. Tada je

1 1 3
d m) <d , T, dn'7m< - — = —.
<a7x )— (CLQZZ)‘i_ (xz T ) 21_1—’_21 21
Odavde bi sledilo lim z,, = a, $to je po pretpostavci nemoguce. O

n—oo

Jednostavno je dokazati sledeéi rezultat.

Teorema 1.4.8. Neka je X kompletan metricki prostor, i neka je Y
je potprostor od X. Tada je' Y kompletan metricki prostor ako i samo
ako je Y zatvoren u prostoru X.

Definicija 1.4.3. Neka je X metricki prostori A C X. Skup A je skup
prve kategorije, ako je A najviSe prebrojiva unija nigde gustih skupova.
Svi skupovi koji nisu prve kategorije, jesu skupovi druge kategorije.

Slede¢i rezultat je poznat kao Berova teorema o kategorijama.

Teorema 1.4.9. (Ber®) Svaki kompletan metricki prostor je skup druge
kategorije.

Dokaz. Pretpostavimo da je X kompletan metricki prostor, i da je X
prve kategorije. Tada je X = |J,, F}, pri ¢emu su F,, nigde gusti skupovi.
Bez gubljenja opstosti, pretpostavimo da su F;, zatvoreni skupovi.

Skup FY je otvoren i neprazan (skup X ne moze imati praznu un-
utrasnjost). Stoga postoji neka kugla J; C FY, koja je poluprecnika
r1 < 1. Neka je K zatvorena kugla, koncentricna sa Ji, polupre¢nika
r1/2. Skup F3 ne sadrzi ni jednu kuglu, te je otvoreni skup FyN(int K)
neprazan. Ovaj skup sadrzi kuglu J, polupreénika ro < 1/2. Neka je
K, zatvorena kugla koncentri¢na sa Jo, poluprecnika 7o /2.

Nastavljajuci ovaj postupak, formiramo nizove kugli (J,), 1 (Kp)n,
poluprecnika redom, r, < 1/nir,/2, i sve kugle K, su zatvorene. Pri
tome vazi

K,CcJ,CF;, K, CK,.

Tada je .
ﬂKncﬂJnC (UF"> = X¢ =0,

8René-Luis Baire (1874-1932), francuski matematicar
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sto povlaci () K, = 0. Poslednja jednakost je nemoguca, jer je X kom-
pletan metricki prostor, a (K,), je niz monotono opadajuéih zatvorenih
kugli, ¢iji poluprecnici teze nuli. O

1.5 Kompletiranje metrickih prostora

U prethodnoj sekciji prikazan je znacaj kompletnih metrickih prostora.
Ako je dat metricki prostor X koji nije kompletan, od interesa je naci
najmanji kompletan metricki prostor X*, koji sadrzi X.

Definicija 1.5.1. Metricki prostori (X,dx) i (Y,dy) su medusobno
1zometricni, ako postoji bijekcija F' : X — Y, tako da za svako z,y € X
vazi dx(z,y) = dy (F(x), F(y)).

Definicija 1.5.2. Neka su (X, d) i (X*, d*) metricki prostori, pri cemu
X nije kompletan, a X* je kompletan. Prostor X* je kompletizacija
prostora X, ako postoji potprostor Y od X* sa svojstima: X i Y su
medusobno izometri¢ni, i clY = X*.

Teorema 1.5.1. Neka je X nekompletan metrick: prostor. Tada pos-
toji kompletizacija X* metrickog prostora X.

Dokaz. Neka je K(X) skup svih Kosijevih nizova u X. Drugim recima,
ako je © = (z,,), niz elemenata prostora X, tada je (x,), € K(X) ako i
samo ako je (z,), Kosijev niz u X. U skupu K (X) definisemo relaciju
~ na slede¢i nacin:

(@n)n ~ (Yn)n ako i samo ako lim d(x,,y,) = 0.
Jednostavno je dokazati da je ~ relacija ekvivalencije u skupu K(X).
Ako vazi (z,)n ~ (Yn)n, onda jednostavno kazemo da su nizovi (z,), i
(Yn)n ekvivalentni. Posmatramo koli¢nicki skup X* = K(X)/ ~. Ako
je (x,)n € K(X), onda je

2" = [(Tn)n]~ = {(2n)n € K(X) 1 (Tn)n ~ (20)n} € K(X)/ ~ .

Ako je y* = [(Yn)n]~ € K(X)/ ~, tada je * # y* ako i samo ako nizovi
(Tn)n 1 (Yn)n nisu medusobno ekvivalentni.
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Definigimo funkciju d* : X* x X* — R na sledeéi nacin. Ako je
2" = [(@n)nl~, ¥ = [(Yn)n]~ € X*, tada neka je
d*(z*,y") = lim d(x,, yn).

n—oo

Dokazac¢emo da prethodna grani¢na vrednost uvek postoji u skupu R,
zatim da ta grani¢na vrednost ne zavisi od izbora predstavnika klasa
ekvivalencije, i na kraju da je d* metrika na skupu X*.

Na osnovu d(z,y) < d(z, z)+d(z,y) sledi |d(z,y)—d(x, 2)| < d(y, 2).
Neka je m,n € N. Tada je

’d(l'nw ym) - d(.’L‘n, yn)‘
|d(xm7 ym) - d(xna ym)| + |d<xna ym) - d(l‘na yn>|
d(xm, Tn) + A(Ym, Yn) — 0, m >n, n — oo.

(VARVAN

Dakle, (d(zn,yn))n je Kosijev niz u R, i stoga je konvergentan. Prema
tome, postoji lim d(z,,y,) u skupu R.

Neka je 2% = [(zn)n]~ = [(#7)n]~ 14" = [(yn)n]~ = [(47)n] . Vazi

|d(l’n, yn) - d(l{m y;)| |d(l'na yn) - d(x;w yn)| + |d($fm yn) - d(x;L’ y;)'

<

Dakle, lim d(z,,y,) = lim d(z!, v, ), odnosno funkcija d* ne zavisi od
izbora predstavnika klasa ekvivalencija.

Da bi pokazali da je d* metrika, dovoljno je dokazati da funkcija
d* zadovoljava nejednakost trougla, jer ostale osobine metrike slede
trivijalno. Neka je * = [(Zn)n]~, ¥* = [(Yn)n]~ 1 2* = [(20)n]~. Tada je

A(xp, Yn) < d(xp, 20) + d(Zny Yn)n-

Prelaskom na grani¢nu vrednost kada n — oo, proizilazi da vazi
d*(x*,y*) < d*(a*,2*) + d*(2%,y*). Time je dokazana nejednakost
trougla za funkciju d*.

Sada konstruisemo prostor Y za koji je Y C X*. Ako je z* €
K(X)/ ~, tada z* € Y ako i samo ako postoji neki elemenat = € X,
tako da konstantan niz (z), pripada klasi ekvivalencije x*. Drugim
recima, ako je x, = = za svako n € N, onda se x* moze prikazati kao
z* = [(p)n]~. Ovu €injenicu zapisujemo kao z* = [(x),]~.
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Ako bi, recimo, vazilo z* = [(z),]~ = [(y)n]~, tada je lim d(x,y) =
0, odnosno x = y. Prema tome, ako z* € Y, tada postoji samo jedan
elemenat z € X, tako da vazi * = [(z),]~. Obrnuto, ako je x € X,
onda ocigledno [(z),]. € Y.

Neka je F': X — Y preslikavanje definisano na slede¢i nacin:

F(z) =[(z)n]s =27 €Y, zeX.

Na osnovu prethodno recenog, F' je bijekcija iz skupa X na skup Y.
Neka je 7,y € X, &* = [(#)a)or 4 = [(3)u]~ € Y. Tada je

d*(z*,y*) = lim d(z,y) = d(z,y).

Sledi da su metricki prostori (X, d) i (Y, d*) medusobno izometri¢ni.
Dokazacemo da je clY = X*. Neka je 2* = [(z,,)n]~ € X*, 1 neka

je € > 0. Tada postoji ng € N, tako da za svako m,n > ngy vazi

d(zp, ) < €. Posmatramo konstantni niz y* = [(x,,)n]~. Tada je

d*(z*,y") = lim d(x,, x,,) < €.

To znaci da u e-okolini tacke x* € X* postoji tacka y* € Y. Prema
tome, X = clY. Time smo dokazali da je Y svuda gust u X*.

Na samom kraju, ostaje da dokazemo da je X* kompletan metricki
prostor. Neka je (), Kosijev niz u X*. Potprostor Y je svuda gust
u X*, i stoga za svako n € N postoji y; € Y, sa svojstvom da je
d*(z;,y;) < L. Ako je m,n € N, onda vazi
B0 ) < (05 05) (5 25) () < ()
Sledi da je (y), Kosijev niz u X*. Sa druge strane, y: € Y, te je
yr = [(zn)k]~, gde je x, € X 1 (z,)x je konstantan niz (po indeksu k).
Sledi da je

4" (Yns Ym) = khjrolo d(@n, Tm) = d(@n, Tm)-

Kako je (y), Kosijev niz u X*, sledi da je (z,), Kosijev niz u X,
odnosno (z,), € K(X). Tada postoji 2* € X* tako da je x* = [(x,)n]~.
Dokazac¢emo da je lim x} = x*. Neka je € > 0. Niz (z,,), je Kosijev,

n—oo

i onda postoji ng € N, tako da za svako n, k > ngy vazi

1
— +d(x,,x) < €.
n
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Za n > ng ispunjeno je

1
d(zy, %) < (25, y5) + d (g, 27) < — & lim d(z, 24) < e
n - k—oo
Ocigledno, lim d*(z},z*) = 0. Prema tome, niz (z), tezi ka x*
u smislu metrike d*. Upravo smo dokazali da je (X*,d*) kompletan
metricki prostor. O

1.6 Kompaktnost

Dobro je poznato da svaki ograni¢en niz u skupu R sadrzi konvergentan

podniz. Drugim re¢ima, ako niz (x,),, pripada segmentu [a, b] C R, tada

postoji podniz (z,, )r ovog niza, tako da je klim = c € [a,b]. Segment
— 00

[a, b] na taj nacin postaje veoma vazan podskup realne prave.

Definicija 1.6.1. Neka je X metricki prostor. Skup K C X je kom-
paktan, ako za svaki niz (x,), sa svojstvom z,, € K (n € N), vazi da
postoji podniz (z,, )k 1 tacka ¢ € K, tako da je klim Ty, = C.

Teorema 1.6.1. Neka je K C X. Skup K je kompaktan, ako i samo
ako za svaki beskonacan podskup M C K wvazi (acc M) N K # ().

Dokaz. Pretpostavimo da je K kompaktan skup i neka je M beskonacan
podskup od K. Neka je (z,), proizvoljan niz razli¢itih tacaka od M.
Skup K je kompaktan, te postoji tacka ¢ € K i postoji podniz (z,, ),
tako da je kh_}rgo Zp, = c. Ocigledno, ¢ € acc M.

Sada pretpostavimo da za svaki beskonacan skup M C K vazi
(acc M) N K # (. Neka je (x,), proizvoljan niz u K. Posmatra-
jmo skup M = {z,, : n € N}. Ako je skup M konacan, onda sigurno
postoji konvergentan podniz niza (z,),. Dakle, pretpostavimo da je M
beskonac¢an podskup od K. Stoga postoji ¢ € K N (acc M). Lako je
dokazati da postoji podniz (z,, )i koji konvergira ka c. O

Definicija 1.6.2. Skup K je relativno kompaktan, ako je ¢l K kom-
paktan u X.

Teorema 1.6.2. Skup K je relativno kompaktan, ako i samo ako za
svaki niz (T,)n iz skupa K postoji podniz (x,, )i ovog niza, i postoji
tacka c € X, tako da je klim Ty, = C.
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Vazno je primetiti razliku izmedu kompaktnih i relativno kompakt-
nih skupova: kod kompaktnih skupova karakteristi¢na tacka c pripada
skupu K, dok kod relativno kompaktnih skupova to nije obavezno.

Na primer, otvoreni interval (a, b) je relativno kompaktan u R, i nije
kompaktan u R. Sa druge strane, segment [a, b] je kompaktan podskup
u R.

Ocigledno, skup R nije kompaktan. Medutim, ako se posmatra
prosirena realna prava R* = [—o00, +00] = RU{—00, 400}, tada je skup
R* kompaktan. Pri tome se posmatra uobicajena konvergencija niza
realnih brojeva ka +o0, ili —0co. Neka je (z,), proizvoljan niz u R. Ako
je ovaj niz ogranic¢en u skupu R, tada postoji konvergentan podniz ovog
niza, ¢ija graniéna vrednost pripada skupu R. Ako niz (x,,), nije odozgo
ogranic¢en, tada postoji njegov podniz koji konvergira ka +oo, dakle
konvergira u R*. Ako niz (x,), nije odozdo ogranicen, tada postoji
neki njegov podniz koji konvergira ka —oo, dakle u R*. Proizilazi da
proizvoljan niz (x,), u skupu R sadrzi podniz koji konvegira u R*.
Sada nije tesko proveriti da svaki niz (z,), u R* sadrzi konvergentan
podniz. Time smo dokazali da je R* kompaktan. Stoga se skup R*
naziva kompaktifikacija skupa R.

Teorema 1.6.3. Svaki kompaktan metricki prostor jeste kompletan.
Specijalno, svaki kompaktan podskup proizvoljnog metrickog prostora
jeste zatvoren.

Dokaz. Pretpostavimo da je X kompaktan metricki prostor, i neka
je (x,)n proizvoljan Kosijev niz u X. Sledi da postoji tacka ¢ € X i
podniz (x,, )i, tako da je ICILII()lO T, = c. Prema Teoremi 1.4.3, niz (z,),
je konvergentan i njegova grani¢na vrednost je c.

Neka je K kompaktan podskup od X. Tada je K posmatran sam
za sebe kompletan metricki prostor. Sledi da je K zatvoren u X. [J

Skup R je kompletan metricki prostor, ali nije kompaktan. Dakle,
ne vazi obrat prethodnog tvrdenja.

Teorema 1.6.4. Neka je X metricki prostor, K kompaktan podskup od
X i H zatvoren podskup od K. Tada je H kompaktan skup.

Dokaz. Neka je K kompaktan skup, H C K i neka je H zatvoren.
Pretpostavimo da je (x,), proizvoljan niz u skupu H. Na osnovu kom-
paktnosti skupa K sledi da postoji tacka ¢ € K i postoji podniz (zy, )k,
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tako da je klim T, = . Skup H je zatvoren, pa mora biti c € H. Time

je dokazana kompaktnost skupa H. O

Posledica 1.6.1. Ako je K kompaktan skup u metrickom prostoru X,
tada je svaki podskup od K relativno kompaktan.

Definicija 1.6.3. Neka je X metricki prostor, € > 0, i neka je M., K C
X. Skup M, je e-mreza skupa K, ako je

K C U K(x,e).

xEMe

Definicija 1.6.4. Skup K je totalno ogranicen, ako za svako € > 0
postoji kona¢na e-mreza skupa K. Drugim recima, skup K je totalno
ogranicen ako i samo ako je skup M, (u prethodnoj definiciji) konacan
za svako € > 0.

Teorema 1.6.5. Svaki totalno ogranicen skup jeste ogranicen.

Dokaz. Neka je K totalno ogranicen skup i neka je € > 0. Postoji

konacan skup M, C X, tako da je K C |J K(z,¢€). Tada je d(M,) <
€M
00 1
d(K) < d(M.) + 2¢ < oo.

Time je dokazano da je skup K ogranicen. O

Posledica 1.6.2. Neka je X metricki prostor, 1 HL K C X. Ako je
H C K i K je totalno ogranicen, tada je H takode totalno ogranicen.

Primer 1.6.1. Neka je X = ¢, ip > 1. Tada postoji ograni¢en podskup
prostora /,, koji nije totalno ogranicen.

Dokaz. Posmatrajmo niz tacaka u £,
e; = (1,0,0,...), e2=(0,1,0,0,...),..., e, =(0,...,0,1,0,0,...),...

Ako je 0 = (0,0,...), tada je dy(e,,0) = 1, odnosno e, € K|0,1] za
svako n. Sledi da je skup E = {e, : n € N} ogranicen, i dijametar ovog
skupa je najvise 2.

Sa druge strane, nekaje 0 < € < 1. Ako jen # k, tada je d,(en, ex) =
2!/ > 1, te ne postoji jedna kugla K (z, €), koja bi sadrzala istovremeno
dve tacke e, i ex. Sledi da skup E nema kona¢nu e-mrezu ako je 0 <
e < 1. Prema tome, skup F nije totalno ogranicen. l
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Teorema 1.6.6. Neka je X metricki prostor i K C X. Ako je skup K
relativno kompaktan, onda je skup K totalno ogranicen.

Dokaz. Pretpostavimo da K nije totalno ogranicen. Postoji € > 0,
tako da ne postoji konacna e-mreza skupa K u prostoru X. Neka je
x1 € K. Postoji tacka xo € K, tako da je d(xq,x2) > €. Ako poslednje
tvrdenje ne bi vazilo, onda bi skup {z;} bio jedna e-mreza skupa K,
Sto je nemoguce.

Postoji tacka x3 € K, tako da je d(zy,x3) > €1 d(xe,z3) > €. U
suprotnom skup {z1, x2} bi predstavljao jednu e-mrezu skupa K, §to je
nemoguce.

Nastavljajuci postupak, dolazimo do beskona¢énog niza (z,), tacaka
skupa K sa svojstvom d(z,,zy) > € za svako n # k. Iz ovog niza se,
ocigledno, ne moze izdvojiti ni jedan konvergentan podniz. Sledi da
skup K nije relativno kompaktan. O

Posledica 1.6.3. Ako je K relativno kompaktan skup u metrickom
prostoru X, tada je K ogranicen skup v X. Specijalno, ako je K kom-
paktan skup, tada je K zatvoren i ogranicen podskup od X .

U proizvoljnom (pa i kompletnom) metrickom prostoru nije ta¢no
da zatvoren i ograni¢en skup mora biti kompaktan, Sto pokazuje sledeci
primer.

Primer 1.6.2. Prostor ¢, je kompletan, ali zatvorena jedini¢na kugla
K = K]0, 1] nije relativno kompaktan (ni kompaktan) skup.

Dokaz. Ako bi kugla K[0,1] = {(x,)n : > |za] < 1} bio relativno

n=1
kompaktan skup, onda bi i njegov podskup E = {e, : n € N} bio
relativno kompaktan. Medutim, prema Primeru 1.6.1 to nije tacno. [

Teorema 1.6.7. Neka je X kompletan metricki prostor i K C X. Skup
K je relativno kompaktan ako i samo ako je K totalno ogranicen.

Dokaz. Neka je X kompletan metricki prostor, i neka je K totalno
ogranicen podskup u X. Bez gubljenja opstosti pretpostavimo da je K
beskonacan skup (inace, svaki konac¢an skup je relativno kompaktan, i
tvrdenje je dokazano).
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Neka je (z,), proizvoljan niz u K. Za svako k € N postoji konacna %
-mreza skupa K. Neka je, dakle, skup {yf,45,..., 4k } jedna ; -mreza
skupa K, pri cemu ta mreza postoji za svako k € N.

Neka je k = 1. Skup {yi,y3,...,9n, } je jedna 1-mreza skupa K,
odnosno

m1
K c|JE(y).1).

Jj=1

Bar jedna od ovih kugli sadrzi beskona¢no mnogo ¢lanova niza (x,,),.

Neka je to podniz

(:c;)n = (:1:&, :Lé, xé, S

Neka je k = 2. Postoji konacna % -mreza skupa K, odnosno postoji

skup {2, 93,...,9%,} u X, tako da je
ma 1
Kc| Ky, =).
U (s3)

Bar jedna kugla sadrzi beskonaéno mnogo ¢lanova niza (xl),. Neka je

to podniz

(xi)n = (SB%, x%, 35?,,, S

Nastavljajuéi postupak, dolazimo do familije nizova ((:1:’;)”) L

(xrlz)n = (93%,$;,IB§,)
(«Ti)n - (x%,x%wg,)
(:L'i)n = (QJ?, *Tga :Ug .- )

sa svojstvom da je niz u jednoj horizontali uvek podniz niza u prethod-

noj horizontali, a za ¢lanove niza u jednoj horizontali uvek vazi d(z¥, 2% ) <
2

£ za svako n,m € N. Posmatramo dijagonalni niz

(Iiv SL‘%, x%? - ) = (xﬁ)k

Ovaj niz je podniz polaznog niza (x,),, i za m > n ispunjava uslov
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Time je dokazano da je (xF); Kosijev niz u metrickom prostoru X.
Prostor X je kompletan, te je prethodni niz konvergentan u X. Sledi
da je K relativno kompaktan podskup od X.

U Teoremi 1.6.6 je dokazana suprotna implikacija. O

Teorema 1.6.8. Neka je X metricks prostor. X je kompaktan ako i
samo ako je X kompletan i totalno ogranicen.

Dokaz. Neka je X kompletan i totalno ogranicen. Prema prethodnoj
teoremi, X je relativno kompaktan. Za ceo prostor X osobina kom-
paktnosti je ekvivalenta osobini relativne kompaktnosti. Dakle, X je
kompaktan prostor.

Obrnuto tvrdenje je dokazano ranije. O

1.7 Separabilni prostori

Definicija 1.7.1. Metricki prostor X je separabilan, ako postoji najvise
prebrojiv podskup M od X, tako da je cl M = X.

Skup R je separabilan, jer je skup Q prebrojiv i gust u skupu R.
Skup R je takode separabilan, jer je skup QF prebrojiv i gust u skupu
RE.

Primer 1.7.1. Prostori ¢y, ¢ 14, (1 < p < 00) su separabilni.
Dokaz. Dokazatemo separabilnost prostora £,. Neka je v = (xy); € £, i

o0
e > 0. Na osnovu konvergencije reda »_ |xx|? sledi da postoji n € N sa

k=1
svojstvom i |z |P < €/2. Za svako k € N postoji racionalan broj
T Sa svojstkvzc?r;lh:k — 1 < W Neka je r = (ry,72,...,7,,0,0,...).
Ocigledno je r € ¢,. Tada je
B - eP eP
[, (r, )P = ; [ L kzn‘il al” < ont 5 =

Neka je

M ={y = (yp)r €Ly :yr €Q, ipostoji n € N tako da je yp =0
za svako k > n}.
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Tada je M C ¢,. Dakle, za svako € > 0 i za svako x € ¢, postojir € M,
tako da je d,(z,7) < €. Sledi da je cl M = ¢,. Skup M je ocigledno
prebrojiv, te je prostor £, separabilan.

Prema konstrukeiji, M C ¢, C ¢y C c. Nije tesko dokazati da je M
gust u prostorima cg i ¢ u smislu d., metrike. O

Primer 1.7.2. Prostor /., nije separabilan.

Dokaz. Neka je L skup svih nizova x = (zy)g, sa svojstvom xp = 0
ili , = 1. Ocigledno, = € ¢,. Kardinalni broj skupa L je 2% = ¢,
odnosno skup L je neprebrojiv. Ako je z,y € L i x # y, tada je
dso(z,y) = 1. Dakle K (z,3) N K (y,5) N L = 0. Neka je S proizvoljan
skup koji je gust u /. Tada ovaj skup u svakoj kugli K (IL‘, %) (re L)
mora imati bar jednu tacku. Skup L je neprebrojiv, odakle sledi da je
skup S neprebrojiv. Prema tome, /., nije separabilan. O]

Dokazac¢emo korisno tvrdenje. U dokazu se koriste osobine neprekid-
nih funkcija na segmentu, koje se mogu naé¢i u klasicnom udzbeniku
matematicke analize ([?], [3]), ili u narednoj glavi u opstijem obliku.

Teorema 1.7.1. Neka je (uy,), niz v C[—1,1], tako da su ispunjeni
sledeci uslovi:
(1) un(t) > 0 za svako t € [—1,1] i svako n € N;
1
(2) [ un(t)dt =1 za svako n € N;

-1

Tada za svako f € C[—1/2,1/2] sa svojstvom f(—1/2) = f(1/2) =
0 vazi im f, = f uniformno na [—1/2,1/2|, pri ¢emu je

(3) lim (jfjun(t)dt + judt}dt) =0 za svako 6 € (0,1).

falz) = 1//2 un(z —y)f(y)dy, =€ {—%—F%} .
12

Dokaz. Funkcija f je ravnomerno neprekidna na [—1/2,1/2] (videti
Teoremu 2.1.4, ili [?], [3]). Neka je € > 0. Sledi da postoji 6 > 0,
tako da za svako x,y € [—1/2,1/2] sa svojstvom |z — y| < §, vazi
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|f(x) — f(y)| < e. Za upravo dobijeni broj ¢ postoji ng € N, tako da za
svako n > ng vazi

—6 1

/%@ﬁ+/%@ﬁ<e

-1 0

Funkcija f je ograni¢ena na segmentu [—1/2,1/2] (videti Posledicu
2.1.6, ili [?], [3]), te postoji broj M, tako da je |f(x)] < M za svako
x € [—1/2,1/2]. Bez gubljenja opstosti mozemo uzeti da je M > 1.
Sada vazi

1/2 1/2
f() / wnlz — ) f(@)dy| = |f ()] |1 - / wnl — y)dy| = A.
—1/2 -1/2

Sada razlikujemo dva slucaja.

Slucaj 1. Pretpostavimo da je rastojanje tacke x od bar jedne tacke
+1/2 manje od 6. Tada je |f(z)| = |f(x) — f(£1/2)| < e. Na osnovu
osobina funkcija u, sledi da za svako z € [—1/2,1/2] vazi

1/2 o41/2 1
/ Up(z — y)dy = / up (t)dt < /un(y)dy =1.
~1/2 o—1/2 -1

Prema tome,

Sledi A < Me.
Slucaj 2. Pretpostavimo da je |z +1/2| >0 i |z —1/2| > 6. Prime-
timo da je
1/2 o+1/2

/Qm@—ymy:(/qm@ﬁ.

—-1/2 z—1/2
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Takode je
1/2 2—1/2 o+1/2 1
1-— / U (z —y)dy = / wp, (t)dt + / u, (t)dt + / uy, (t)dt
—1/2 -1 z—1/2 z+1/2
1/2
“1/2
-5 1
< /un(t)dt—i—/un(t)dt < e
| 5

Kako je |f(x)| < M, sledi da je A < Me.

Dakle, u oba prethodna slucaja vazi A < Me. Na kraju, proizilazi
slede¢a procena



1.7. SEPARABILNI PROSTORI 39

ful) — f(a
1/2 1/2
< U (z — y)dy — Un (v —y) f(r)dz
4 v |
1/2
unx— ) F(2)dz — f(z)
1/2
1/2
< un<a:— DI () — f(@)|dy + Me
—1/2
< / un(z — )| f(y) — F()|dy
ly|<1,|z—y|<o

+ / un(z — )| f(y) — f(z)|dy + Me
ly|<1/2,|z—y|>0
1/2

<e /un<x—y>dy+ / unle = 9)(|F ()] + |F@))dy + Me

-1/2 ly|<1/2,|z—y|>d

<e+2M / un(r —y)dy + Me
ly|<1/2,|z—y|>0

=e+2Me+ Me = (1+3M)e.

Time je dokazano tvrdenje. [
Sada navodimo nekoliko osobina gama funkcije. Ako je z > 0, tada
je I'(z f t*“te~tdt gama funkcija (po z). Za x > 1 vazi formula

I'(z) = a:'F(:E — 1), odakle za n € N sledi I'(n) = (n — 1)l. Takode
je T(1/2) = y/m. Sa druge strane, vazi sledec¢a varijanta Stirlingove?

9James Stirling (1692-1770), Skotski matemati¢ar
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F(x)—@(g)z(u()e)), > 0. (1.1)

Slededi rezultat o prostoru Cla, b] je fundamentalan.

formule

Teorema 1.7.2. (Vajerstras'®) Za svaku funkciju f € Cla,b] postoji
niz polinoma (pn)n, koji uniformno konvergira ka f na segmetnu [a,b].

Dokaz. Pretpostavimo, bez gubljenja opstosti, da je f € C[—1/2,1/2].

Slucaj 1. Neka je, na pocetku, f(—1/2) = f(1/2) = 0. Na osnovu
parcijalne integracije, osobina gama funkcije i Stirlingove formule (1.1),
proizilazi da vazi

1 1
_ _2\n — n—1 n+1
I, = /(1 %) "dx n—i—l/(l )" (z+1)""de
—1 -1

Posmatrajmo niz funkcija

1
un(z) = I—(l —2%)", neN.

Neka je § € (0,1). Tada, ako je § < |z| < 1, onda je 0 < 1 — 2% <
1 —6% < 1. Sledi da je lim /n(1 — z*)" = 0 uniformno po z € [§,1],

1
kao i uniformno po z € [—1,—4]. Odatle sledi lim [ u,(z)dz = 0, kao

n—oo S
-5
i lim [ w,(z)dz = 0. Dakle, niz (u,), ispunjava uslove Teoreme 1.7.1.

n—eo g
Sada dokaz teoreme Vajerstrasa sledi na osnovu Teoreme 1.7.1.

Sluc¢aj 2. Pretpostavimo da je f € C[—1/2,1/2] proizvoljna funkcija.
Tada funkcija F(z) = f(z) — f(=1/2) + [f(1/2) — f(=1/2)](z + 1/2)
ispunjava sve uslove Slucaja 1. Dakle, funkcija F' je uniformna grani¢na
vrednost nekog niza polinoma na [—1/2,1/2], odakle sledi teorema Va-
jerstrasa za funkciju f. O

0K arl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897), nemacki matematicar
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Primer 1.7.3. Prostor Cfa,b] je separabilan.

Dokaz. Uniformna konvergencija u prostoru C|a,b] je upravo konver-
gencija po metrici do, u tom prostoru. Dakle, ako je P skup svih
polinoma sa domenom [a, b], tada je, na osnovu Vajerstrasove teoreme,
clP = Cla,b]. Skup P nije prebrojiv, ali skup P; svih polinoma sa
racionalnim koeficijentima jeste prebrojiv. Nije tesko proveriti da je
cl P, = Cla,b]. m

Definicija 1.7.2. Familija otvorenih skupova (B;);c; u metrickom pros-
toru X je baza (preciznije, baza familije svih otvorenih skupova) tog
prostora, ako svaki neprazan otvoren podskup od X jeste unija nekih
skupova iz familije (B;)e;-

Skup X je najvise prebrojive baze, ako u njemu postoji baza sa
najvise prebrojivo mnogo elemenata.

Familija svih intervala sa racionalnim krajevima ¢ini bazu u R.
Dakle, R ima prebrojivu bazu. Sliéno, prostori R¥ i C* imaju pre-
brojive baze.

Teorema 1.7.3. Metricki prostor X je najvise prebrojive baze, ako i
samo ako je X separabilan.

Dokaz. Pretpostavimo da je (B;)i=1,2,. jedna najvise prebrojiva baza
prostora X. Neka je skup M sastavljen od po jedne tacke svakog skupa
G;. Tada je M najvise prebrojiv. Neka je x € X proizvoljna tacka i
neka je U(x) proizvoljna otvorena okolina tacke x. Tada je U(x) unija
nekih elemenata baze. Sledi da ova okolina sadrzi elemente skupa M,
te je cl M = X. Prema tome, X je separabilan prostor.

Obrnuto, neka je X separabilan prostor, i neka je {z,, :n=1,2,...}
najvise prebrojiv skup tacaka koji je gust u X. Posmatramo familiju
otovorenih kugli K (xn, %)n men: Ova familija je prebrojiva. Neka je G
proizvoljan otvoren skup u X i neka je y € G. Postoji m(y) € N tako

da je K (y, %) C G. Skup {z, :n=1,2,...} je gust u X, te postoji
n(y) sa svojstvom d(z,(y),y) < 3m;(y) Tada y € K (xn(y) ;) C

? 2m(y)
K <y, @) C G, odnosno

G=JK (xn(y), %(y)) .

yeG
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Na kraju, sledi da je familija (K (2, 1/m))nm prebrojiva baza prostora
X. (]

Neka je K C X. Familija skupova (G;);cs je pokrivanje skupa K,
ako je K C J;c; Gi. Pri tome je I proizvoljan indeksni skup. Pokri-
vanje skupa K je otvoreno, ako su svi skupovi G; otvoreni.

Teorema 1.7.4. (Lindelef'!) Neka je (G;)ser beskonacno otvoreno pokri-
vange separabilnog metrickog prostora X. Tada se iz (G;)ie; moZe izd-
vojiti prebrojivo pokrivangje prostora X.

Dokaz. Neka je (B)n=12,. najvise prebrojiva baza prostora X i neka
je (G;)ier proizvoljno otvoreno pokrivanje prostora X. Neka je z € X.
Tada postoji i(x) € I, tako da je x € Gy). Skup Gy je otvoren,
pa postoji k(x) € N, tako da je x € By C Gi(2) C X Neka je
I(z) C I, tako da i € I(x) ako i samo ako By C G;. Razlicitih
skupova I(x) moze biti najvise prebrojivo mnogo, Jer skupova B,, ima
najvise prebrojivo mnogo. Iz skupa I(z) izbacimo sve ¢lanove, osim
jednog, proizvoljno odabranog. Sada je

G=J{ztcUBwc Y U GiclJGai=x

zeG zeG zeGiel(x) el

Medutim, unija ,cq U,es() Gi Je najvise prebrojiva (svaki skup I(x)
je jednoelementan, a razlicitih skupova I(z) ima najvise prebrojivo
mnogo). Prema tome, proizvoljno otvoreno pokrivanje skupa X sve-
deno je na najvise prebrojivo pokrivanje. O

Teorema 1.7.5. Svaki kompaktan metricki prostor jeste separabilan.

Dokaz. Neka je X kompaktan. To znaci da je X totalno ogranicen,

pa za svako k € N postoji konacna %-mreia skupa X. Neka je ta

mreza skup {yf,y5,...,y% }. Za svako x € X postoji g , tako da je
d(z,yl) < . Dakle, skup {yf : k € N,;i = 1,...,ni} je prebrojiv i
gust u skupu X. Sledi da je X separabilan. O]

Teorema 1.7.6. (Hajne'’- Borel'®) Skup K metrickog prostora X je
kompaktan, ako © samo ako se iz svakog otvorenog pokrivanja skupa K
moZe izdvojiti konacno pokrivanje skupa K.

"Ernst Leonard Lindelf (1870-1946), finski matematicar
12Heinrich Eduard Heine (1821-1881), nemacki matematicar
13F¢lix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956), francuski matematicar
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Dokaz. Pretpostavimo da se iz svakog otvorenog pokrivanja skupa K
moze izdvojiti konacno pokrivanje skupa K. Ukoliko je K konacan
skup, odmah sledi da je K kompaktan. Stoga pretpostavimo da je
skup K beskonacan.

Pretpostavimo da K nije kompaktan skup. Neka je M proizvoljan
beskonacan podskup od K. Sledi da M nema tacku nagomilavnja u
K. Dakle, ni jedna tacka skupa K nije tacka nagomilavanja skupa M.
Ako je z € K, onda postoji €, > 0, tako da je K(z,¢,) N M = {z}. Sa
druge strane,

K C U K(z,€e.).
zeK
Prema pretpostavci, ovo pokrivanje se moze svesti na konac¢no pokri-
vanje, odnosno

K C K(z1,€4)U---UK(X,,€,).

Medutim, u svakoj kugli K(z;,¢,,) se nalazi samo jedna tacka skupa
M, odakle sledi da je M konacan skup. Prema polaznoj pretpostavci,
M je beskonacan, odakle sledi da postoji tacka nagomilavanja skupa
M u skupu K. Dakle, K je kompaktan skup.

Sa druge strane, neka je K kompaktan skup i neka je (G;);c; proiz-
voljno otvoreno pokrivanje skupa K. Prema Teoremi 1.7.5 sledi da
je K separabilan, pa prema teoremi Lindelefa sledi da se proizvoljno
pokrivanje moze redukovati na prebrojivo pokrivanje skupa K K. Neka
je, dakle, K C J;2, G;. Pretpostavimo da se iz prebrojivog pokrivanja
ne moze izdvojiti kona¢no pokrivanje. To bi znacilo da za svaki izbor
i1, ..,0, € N vazi

H,=K\ (G;,U---UG,;,) #0.

Za svako n € N postoji x,, € H,. Prostor X je kompaktan, pa postoji
konvergentan podniz (z,,);. Neka je ]}1_{20 T, = x € X. Postoji neko
j € N tako da x € G;. Postoji ky tako da za svako k > k¢ vazi
T, € Gj. Medutim, za beskonacno mnogo skupova H, (D G%) vazi
r, € H, iz, ¢ G;. Prema tome, iz prebrojivog otvorenog pokrivanja
skupa X moze se izdvojiti kona¢no pokrivanje skupa X. O
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Glava 2

Preslikavanja

2.1 Neprekidne funkcije

Definicija 2.1.1. Neka su (X, dyx) i (Y, dy) metri¢ki prostori, f : X —
Y neka je funkcija, a € X 1 A € Y. Tacka A je graniéna vrednost
funkcije f u tacki a na skupu X, ako za svako € > 0 postoji § > 0, tako
da za svako x € X vazi implikacija

0 <dx(z,a) <d = dy(f(z),A) <e

U tom slucaju je oznaka lim f(z) = A.

r—a

U skladu sa prethodnom definicijom, uvek je lim f(x) = lim f(x).

r—a, r#a
Jednostavno je dokazati da ako funkcija f ima grani¢nu vrednost u
tacki a, onda je ta grani¢na vrednost jedinstvena.
Prethodna definicija lako moze biti modifikovana ako se ispituje
grani¢na vrednost funkcije f u taci a na nekom skupu M C X.

Definicija 2.1.2. Neka je M C X, f: M — Y ia € accM. Tacka

A €Y je grani¢na vrednost funkcije f u tacki a na skupu M, ako za

svako € > 0 postoji § > 0, tako da za svako x € M vazi implikacija
0<dx(xz,a) <d = dy(f(x),A) <e.

Pri tome, nije obavezno a € M.

45
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Definicija 2.1.3. Neka su X, Y metricki prostori, M C X, xg € M i
f M — Y. Funkcija f je neprekidna u tacki xy po skupu M, ako za
svako € > 0 postoji § > 0, tako da za svako x € M vazi implikacija:

dx(z,m9) < = dy(f(x), f(z0)) <.

Ako postoji neko r > 0 tako da je K(zg,7) C M, onda se izraz po
skupu M ne koristi, veé¢ se jednostavno kaze da je f neprekidna u tacki
Zo-

Posledica 2.1.1. Neka su X @Y metricki prostori, f : X — Y i
xg € X. Ako je xy izolovana tacka skupa X, tada je f neprekidna u
tacki xo. Ako je xq tacka nagomilavanja skupa X, tada je f neprekidna
u tacki xo, ako i samo ako je lim f(x) = f(xo).

T—xQ

Teorema 2.1.1. Funkciya f : X — Y je neprekidna u tacki xoy €
X, ako i samo ako za svaku okolinu V tacke f(xqo) skup f~1(V) jeste
okolina tacke xq.

Dokaz. Neka je f neprekidna u tacki zy i neka je V okolina tacke
f(zo). Postoji € > 0, tako da je K(f(xg),e) C V. Takode, postoji
broj 6 > 0, tako da za svako x € X sa osobinom d(z,zy) < ¢ sledi da
je d(f(x), f(xg)) < e. To znadi da je K(z9,0) C f~Y(V), te je skup
f~H(V) okolina tacke .

Pretpostavimo sada da za svaku okolinu V' tacke f(xo) vazi da je
f7YV) okolina tacke xg. Neka je V = K(f(zo),€), gde je € > 0 proizvo-
ljan. Skup f~'(K(f(z0),€)) je okolina tacke xq, te stoga postoji § > 0,
tako da je K(zo,0) C f~Y(K(f(xo),€)). To znaci da ako je z € X i
d(z,zy) < 6, onda je d(f(z), f(xg)) < e. Time smo pokazali da je f
neprekidna u tacki xg. O

Definicija 2.1.4. Funkcija f : X — Y je neprekidna na skupu X, ako
je f neprekidna u svakoj tacki skupa X.

Teorema 2.1.2. Funkcija f: X — Y je neprekidna na X ako © samo
ako za svaki otvoren podskup V od Y wazi da je f~H(V') otvoren u X.

Dokaz. Neka je f neprekidna funkcija na skupu X i neka je V' otvoren
skup u Y. Ako je f~1(V) prazan skup, onda je on otvoren. Pret-
postavimo da je zy € f~1(V). Tada je f(zg) € V. Postoji € > 0,
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tako da je K = K(f(x0),e) C V. Skup K je okolina tacke f(x¢), pa
je onda f~}(K) okolina tacke zg. Sledi da postoji & > 0, tako da je
K(x9,0) C f7YK). Prema tome, skup f~'(V) sadrzi okolinu svake
svoje tacke, te je f~1(V) otvoren.

Pretpostavimo sada da je f~!(V) otvoren u X za svaki otvoren
skup V- u Y. Neka je zg € X, f(x9) € Y i neka je ¢ > 0. Tada je
V = K(f(xo), €) otvoren skup, te jei f~1 (V) otvoren u X. Obzirom da
je g € f7H(V), sledi da postoji § > 0 sa svojstvom K (zy,0) C f~H(V).
Prema tome, za proizvoljno € > 0 nasli smo 6 > 0, tako da ako je
r € X id(z,z9) < 0, onda je d(f(x), f(xg)) < e. Time je dokazana
neprekidnost funkcije f u proizvoljnoj tacki xg € X, te je preslikavanje
f neprekidno na skupu X. ]

Posledica 2.1.2. Funkcija f : X — Y je neprekidna ako i samo ako
za svaki zatvoren skup F u'Y wvazi da je f~'(F) zatvoren u X.

Definicija 2.1.5. Metricki prostor X nije povezan, ako je X unija dva
disjunktna neprazna otvorena skupa u X.

Dakle, prostor X je povezan, ako X nije unija dva disjunktna ne-
prazna otvorena skupa u X.

Skup M (M C X) je povezan, ako je M povezan ukoliko se posmatra
kao metricki prostor.

Posledica 2.1.3. Skup X je povezan ako i samo ako X nije disjunkta
unija nepraznih zatvorenih skupova u X.

Posledica 2.1.4. Prostor X je povezan ako i samo ako su X i () jedini
podskupovi od X koji su istovremeno otvoreni i zatvoreni.

Svaki povezani podskup realne prave jeste interval (otvoren, zatvoren,
ili zatvoren samo sa jedne strane).

Teorema 2.1.3. Neka je f: X — Y neprekidna funkcija, i neka je X
povezan metricki prostor. Tada je f(X) povezan skup u'Y .

Dokaz. Neka je f: X — Y neprekidna funkcija, i neka je X povezan
skup. Pretpostavimo da f(X) nije povezan u Y. Tada postoje neprazni
podskupovi A i B od f(X), tako da je f(X) = AUB, i A, B su
istovremeno neprazni, otvoreni i zatvoreni podskupovi od f(X). Tada
su takode f~1(A) i f~!(B) istovremeno otvoreni i zatvoreni podskupovi
od X, sa svojstvom f1(A)U f~}(B) = X. To je nemoguce, jer je X
povezan skup. O
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Posledica 2.1.5. Neka je f : X — R neprekidno preslikavanje, pri
cemu je X povezan metricki prostor. Ako je x,y € X, f(z) = a i
f(y) =0, tada za svako ¢ € (a,b) postoji z € X sa svojstvom f(z) = c.

Definicija 2.1.6. Neka su X, Y metricki prostori, neka je M C X i
f: M — Y. Funkcija f je ravnomerno (uniformno) neprekidna na
skupu M, ako za svako € > 0 postoji d > 0, tako da za svako z,y € M
vazi implikacija

dx(z,y) <6 = dy(f(2), f(y)) <e

Ocigledno, svaka ravnomerno neprekidna funkcija na skupu jeste i
neprekidna na tom skupu, dok obrnuto ne vazi.

Primer 2.1.1. Neka je f(z) = cos L zax € (0,1). Tada je f neprekidna
na skupu (0, 1), ali f nije ravnomerno neprekidna na (0, 1).

Dokaz. Neprekidnost funkcije f na intervalu (0, 1) je trivijalna. Posma-
trajmo nizove x, = ﬁ iy, = m Tada je, ocigledno, nlgl;) |x, —
Yn| = 0. Sa druge strane, f(z,) =1, dok je f(y,) = —1. Prema tome,
funkcija f nije ravnomerno neprekidna na intervalu (0, 1). O]

Teorema 2.1.4. Neka su X 1Y metricki prostori, neka je M kompak-
tan podskup od X, i neka je f : M — Y neprekidna funkcija. Tada je
f ravnomerno neprekidna na M.

Dokaz. Pretpostavimo da je f neprekidna na M, ali da f nije ravnomerno
neprekidna na M. Tada postoji € > 0 tako da za svako n € N postoje
tacke z,,, Yy, € M sa svojstvima dx (2, yn) < = 1 dy (f(xn), f(yn)) > €
Na osnovu kompaktnosti skupa M sledi da postoji tacka ¢ € K i postoji
podniz (x,, ) niza (x,),, tako da je khi& Tp, = c. Ocigledno, mora biti

lim y,,, = c¢. Medutim, na osnovu dy (f (2, ), f(yn,)) > € sledi da mora

ke
biti dy (f(zn,), f(c)) > €/2, ili dy (f(yn,), f(c)) > €/2, odakle sledi da
f nije neprekidna u tacki c. O]

Teorema 2.1.5. Neka su X, Y metricki prostori, neka je K kompaktan
podskup od X 1 neka je f : K — Y neprekidno preslikavanje. Tada je
f(K) kompaktan podskup od 'Y .
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Dokaz. Neka je (G;);er proizvoljno otvoreno pokrivanje skupa f(K).
Tada je (f~1(G;))ier jedno otvoreno pokrivanje skupa K. Skup K je
kompaktan, pa se prethodno pokrivanje moze redukovati na konac¢no
pokrivanje. Drugim re¢ima, K C f~'(G;)U---U f~(G,,). Na osnovu
¢injenice f(f1(G;)) C G; sledi f(K) C Gy U---UG,. Prema tome,
f(K) je kompaktan. O

Posledica 2.1.6. Neka je K kompaktan podskup metrickog prostora X,
1 neka je f 1 K — R neprekidno preslikavanje. Tada f dostize na skupu
K minimum i maksimum.

Dokaz. Skup f(K) je kompaktan, i stoga postoje brojevi a = min f(K) €
f(K), b = max f(K) € f(K). Prema tome, postoje tacke z,y € K,
tako da je f(x) =ai f(y) =b. O

2.2 Teorema Arcela-Askolija

U ovoj sekciji posmatramo kompaktne podskupove skupa Cla, b].

Definicija 2.2.1. Skup K C Cfa,b] je ravnomerno ogranicen, ako
postoji konstanta M tako da za svako f € K i svako z € [a,b] vazi

|f(z)] < M.

Definicija 2.2.2. Skup K C C|a,b] je ekvineprekidan, ako za svako
e > 0 postoji & > 0Oa, tako da za svako f € K i sve xy,xc|a,b] vazi
implikacija

‘1’1 — ZE2| <) = |f(5171) - f($2)| <€

Nije tesko proveriti da je svaki konacan podskup od Cla, b] istovre-
meno ravnomerno ogranicen i ekvineprekidan.
Dokazujemo fundamentalnu teoremu o kompaktnosti u C/a, b].

Teorema 2.2.1. Neka je ) # K C Cla,b]. Tada su sledeéa turdenja
ekvivalentna:

(a) K je kompaktan skup;

(b) K je zatvoren, ravnomerno ogranicen i ekvineprekidan skup.

Dokaz. (a) = (b): Pretpostavimo da je K kompaktan skup. Tada je
K zatvoren i totalno ogranicen. Neka je € > 0 proizvoljan broj. Postoji
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kona¢na e-mreza skupa K, i tu e-mrezu oznacimo sa K. = {g1,...,gx}-
Neka je f € K. Tada postoji g;, tako da je do(f, g;) < €. Funkcije g,
su neprekidne, pa su i ogranicene. Dakle, postoji konstanta N tako da
za svako | € {1,...,k} isvako = € [a,b] vazi |g;(x)] < N. Sledi da za
svako x € [a, b] vazi

|f(x)| = |f(x) = gr(x)] + |ge(x)| < €+ N.

Dakle, ako je M = ¢ + N, onda za svako f € K i svako z € K vazi
|f(z)] < M. Dokazali smo ravnomernu ogranic¢enost skupa K.

Dokazimo ekvineprekidnost skupa K. Skup {g1, ..., gx} je ekvinepreki-
dan. Neka je € > 0 isto kao u prethodnom delu. Tada postoji 6 > 0
tako da za svako [ € {1,...,k} isve z1, x5 € [a,b] vazi implikacija

|71 — 22| <0 = |gi(71) — gi(x2) < €.
Ako je, dakle, |x; — 25| < §, onda je
|f(x1) — f(22)] |f(x1) = gi(w1)| + |gi(z1) — gi(z2)| + [gi(22) — f(22)]

<
< gi(x) — gi(x2)| + 2do(f, 9:) < 3e.

Prethodna procena ne zavisi od izbora funkcije f € K, odakle sledi da
je K ekvineprekidan skup.

(b) = (a): Dokaza¢emo da je K totalno ograni¢en skup. Na
osnovu ravnomerne ogranic¢enosti skupa K sledi da postoji konstanta
M tako da za svako f € K isvako z € [a,b] vazi —M < f(x) <
M. Neka su m i n prirodni brojevi. Posmatramo podelu segmenta
[a, b] na podsegmente duzine (b—a)/m, i posmatramo podelu segmenta
[—M, M| na podsegmente duzine M /n. Drugim rec¢ima,

sM

Sr:a—i—i(b—a), r=0,1,....,m, n,=—, s=0,£1,...,%n.
m n

Neka je Sy, podskup od Cla, b], tako da za svako g € S,,, vazi:

9(80),9(&1)5 -+ 9(Em) € {N—nyNnsts =+ Mt

i tako da je svaka funkcija g linearna na segmentu [§;_1,&;]. Postoji
tacno (m+1)(2n+ 1) tacaka oblika (&;,n;), odakle sledi da je skup Sy,
konacan.
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Neka je € > 0. Postoji 6 > 0 tako da za svako f € K isve xy,25 €
[a, b] vazi implikacija
vy — 29| <6 = |f(x1) — f(z2)| <e.

Odaberimo prirodne brojeve m,n sa svojstvima: (b — a)/m < ¢ i
2M/n < e. Ako je f € K proizvoljan, onda ocigledno postoji funkcija
g € Sy tako da je

1f(&) —g(&)| <€ i=0,1,...,m.
Neka je i € {0,1,...,m — 1}. Kako je 41 — & < 6, sledi da je
19(&) — 9(wira)| = 19(&) — fE&) + [£(&) = F(E+)| +[f(&ir1) — (&)

< 3e.

Osim toga, funkcija g je linearna na [§;, z;11], odakle sledi da je

l9(x) — g(:)| < 3e

za svako i € {0,1,...,m — 1} i svako x € [, xiq1].
Na kraju, neka je x € [a, b] proizvoljno. Postojii € {0,1,...,m—1}
tako da je x € [§;, 1] Tada je

[f (@) = g(2)| < [f(x) = f(&)| + /(&) — 9(&)] + [9(&) — ()] < Be.

Sledi da je dw(f, g) < Be. Dakle, skup S, je konaéna 5e-mreza skupa
K, odakle sledi da je K totalno ogranicen skup.

Prostor Cfa, b] je kompletan, te je K relativno kompaktan. Skupa
K je zatvoren, pa je K komapktan. O

Posledica 2.2.1. (Teorema Arcela-Askolija) Podskup K metrickog pros-
tora Cla,b] je relativno kompaktan, ako i samo ako je K ravnomerno
ogranicen i ekvineprekidan.

2.3 Monotone funkcije

U ovoj sekciji razmatramo realne funkcije ¢iji domen jeste podskup
realne prave. Neka je, dakle, (a,b) C Ri f : (a,b) — R. Neka je
zg € (a,b).
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Leva grani¢na vrednost funkcije f u tacki xq, ukoliko postoji, jeste
granicna vrednost funkcije f u tacki zy na skupu (zg — €, z9), ako je
e > 0. Dakle,

f(ro—) = lim f(z).

T—x0,r<T

Analogno, desna grani¢na vrednost funkcije f u tacki xg, ukoliko
postoji, jeste grani¢na vrednost funkcije f u tacki zo na skupu (xg, 2o+
€), ako je € > 0. Prema tome,

flxo+) = lim f(x).
T—X0,T>T0

Ako bar jedna od grani¢nih vrednosti f(zo—) 1 f(zo+) ne postoji u
skupu R, onda funkcija f ima prekid druge vrste u tacki xq. Ako obe
grani¢ne vrednosti f(xo—) i f(xo+) postoje u skupu R, i pri tome bar
jedna od tih grani¢nih vrednosti nije jednaka broju f(zo), onda f ima
prekid prve vrste u tacki x.

Funkcija f monotono raste na intervalu (a,b) ako za svako z,y €
(a,b) vazi implikacija

r<y = f(z) < fy)

Funkcija f strogo monotono raste na ovom intervalu, ako u prethodnoj
implikaciji uvek vazi ” f(x) < f(y)“.

Analogno se definise pojam monotono opadajuce i strogo monotono
opadajuce funkcije na intervalu. Takode, jednostavno je prosiriti svo-
jstvo monotonosti na zatvorene segmente ili poluzatvorene intervale,
umesto otvorenih intervala. U ovim definicijama vazno je zadrzati svo-
jstvo povezanosti domena funkcije f.

Ako f monotono raste na nekom intervalu, onda —f monotono
opada na istom intervalu. Stoga je dovoljno ispitivati monotono rastuce
funkcije, a onda nije tesko formulisati odgovarajuca svojstva monotono
opadajuc¢ih funkcija.

Teorema 2.3.1. Neka je f : [a,b] — R monotono rastuéa funkcija.
Tada za svako x € la,b) postoji f(x+), i za svako x € (a,b] postoji

fla—=).

Dokaz. Neka je x € (a,b]. Posmatrajmo skup A = {f(y) : a <y <
x}. Iz ¢injenice da je f montono rastuca funkcija, sledi da je skup A
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odozgo ogranicen brojem f(z). Neka je o = sup A. Tada je a < f(x).
Dokaza¢emo da je a = f(z—). Neka je € > 0. Tada postoji 6 > 0 sa
svojstvom o — € < f(x —§) < a. Ako je z — 0 <y < z, tada je

a—e< flz=0)< fly) <a

Drugim re¢ima, za svako y € [x — 9, z) vazi |f(y) —a| < e. Prema tome,
fla=)=ai f(z—) < f(2).
Ako je © € [a,b), onda se na slican nacin dokazuje da postoji
fla+) = flax). O
Nije tesko proveriti da prethodna teorema vazi i u slucaju kada je
domen funkcije f otvoreni interval (a, b).

Teorema 2.3.2. Neka je f monotona funkcija na segmentu [a,b]. Tada
f moZe imati samo prekide prve wvrste, i to njih najvise prebrojivo
mnogo.

Dokaz. Neka je f, bez gubljenja opstosti, monotono rastuca funkcija.
Prema prethodnoj teoremi, funkcija f moze imati samo prekide prve
vrste. Neka je x jedna takva tacka. Na osnovu monotonosti funkcije
f vazi f(x—) < f(xz+). Postoji jedan racionalan broj r(z), tako da je
f(z—) < r(z) < f(z+). Neka je y neka druga tacka prekida funkcije
f, recimo y < x. Njoj dodelimo racionalan broj r(y) sa svojstvom
fly—) < r(y) < f(y+). Na osnovu monotonosti vazi f(y+) < f(z—).
Prema tome, r(y) < r(z). Sledi da tacaka prekida funkcije f ne moze
biti viSe nego racionalnih brojeva. O

Neka je (hy), niz pozitivnih brojeva sa svojstvom da red »_ h,

n=1

konvergira. Neka je (x,,), niz razlicitih tacaka realne prave. Definisimo
funkciju

Tada je h funkcija skoka koja odgovara nizovima (), 1 (hy)n-
Ocigledno, 0 < h(z) < Z h, < 400, odakle sledi da je h dobro

definisana realna funkcija. Funkcua h je rastuca na R. Ako interval
(a,b) ne sadrzi ni jednu tacku x,, onda je h konstantna funkcija na
intervalu (a, b).
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Ako postoji broj € > 0 tako da u intervalu (z,, — €, x,,) nema drugih
tacka xy, onda je h(x) = h(x,) za svako x € (x, — €,x,). U tom
slucaju je h neprekidna s leva u tacki z,. Pretpostavimo da za svako
€ = % postoji tacka xy € (x, — €, x,). Tada postoji podniz (z,, ), sa
svojstvom x,, < x, i kll_%lo T, = T,. Tada je, ocigledno, kh—{EO h(x,,) =

h(z,). Nakraju, neka je (y;); niz tacaka sa svojstvom y; < x,, i klim Yp =
x,. Tada za svako k postoji tacka x,, zasvojstvom y; < z,,, < x,. Sledi
da je llim h(y) = h(z,).
—00
Dakle, funkcija h je neprekdida s leva u svakoj tacki iz R. Specijalno,
h je neprekidna u skupu R\ {z,, : n € N}.
Nije tesko proveriti da je h(x,+) = >, h,. Dakle, funkcija h u

<z
svakoj tacki x, ima skok jednak h,,.

Teorema 2.3.3. Neka je f monotono rastuca funkcija na segmentu
[a,b], koja je neprekidna s leva u svakoj tacki iz [a,b]. Tada postoje:
rastué¢a neprekidna funkcija g i funkcija skoka s, tako da je f = g+ s
na segmentu |a,bl.

Dokaz. Neka je (x,), niz svih tacaka prekida funkcije f na segmentu
[a,b]. Neka je h, = f(x,+) — f(z,) i neka je s(x) = > h,. Tada je s

Tn<T
funkcija skoka, i s je neprekidna s leva.

Neka je g = f — s. Ako je z,y € [a,b] i z < y, tada je

9gy) —g(x) = fly) = f(z)—[s(y) — s()]
= fy)—fl@) = > ha

Na desnoj strani jednakosti je suma skokova funkcije f, koja ne moze
predi prirastaj funkcije f. Dakle, g(y) > g(z).

Preostaje da se dokaze neprekidnost funkcije g. Neka je x € [a, b]
proizvoljna tacka i neka je t skok funkcije f u tacki = (eventualno je
t =0). Tada je
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Ocigledno je > h,— > h, =t. Sadasledi g(x+)—g(z—) = f(a+)—
Tn<T Tn<T
f(x—) —t =0. Prema tome, funkcija g je neprekidna u tacki x. O

Uslov neprekidnosti s leva funkcije f u prethodnoj teoremi je usovl-
jen jakim tvrdenjima teoreme. Naime, funkcija skoka je, po definiciji,
neprekidna s leva, a funkcija g je takode neprekidna. Dakle, ukoliko
zelimo da oslabimo uslov neprekidnosti s leva funkcije f, neophodno
je na opstiji nacin definisati funkciju skoka. Takvu funkciju zva¢emo
stepenastom.

Neka je f monotnono rastuca funkcija na segmentu [a, b], i neka je
(x)n skup svih tacaka prekida funkcije fna ovom segmentu. Stepenasta
funkcija, koja odgovara funkciji f na segmentu [a, b], definisana je kao

fla+) = f(a), i—a
() = { at) = F@] + 5 [f@nt) = f(an-)]
Hf(a+) = f(@)] a<z<b

Teorema 2.3.4. Neka je f : [a,b] — R monotono rastuéa funkcija.
Tada postoji neprekidna i rastuc¢a funkcija g : |a,b] — R, tako da je
f = g+sys, pri cemu je sy stepenasta funkcija koja odgovara funkciji f
na segmentu [a, bl.

Dokaz. Funkcija sy je rastuca funkcija na sgmentu [a, b]. Neka je g(z) =
f(x) — s¢(x) za svako z € [a, b].

Dokaza¢emo da je g rastuéa funkcija. Neka je z,y € [a,b] i z < y.
Slicno kao u dokazu prethodne teoreme, vazi

9(y) — g(x) = fy) — f(x) = (sp(y) — s¢(z))
=fy) = f(@) + [flz+) = f@+ D [f@at) = flza—)].

<z, <y

Izvaz [f(z+) — f(z)]+ > [f(xn+)— f(x,—)] nije vedi od sume svih
skokova funkcije f na segmentu [z,y], te stoga ne moze biti veéi od
prirastaja funkcije na istom segmentu. Sledi da je g(y) > g(z), te je

funkcija g rastuca na [a, b)].
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Dokazacemo da je g neprekidna funkcija. Neka je M = {x,, : n € N}
skup svih tacaka prekida funkcije f na segmentu [a, b]. Razlikujemo tri
slucaja.

1) Pretpostavimo da je z € [a,b] \ cl M. To znaci da postoji neki
interval (x — €,z + €), koji ne sadrzi tacke skupa M, odnosno ne sadrzi
tacke prekida funkcije f. To znaci da je f neprekidna na (z — €,z + €),
a takode je sy konstanta na ovom intervalu. Dakle, g je neprekidna
funkcija u tacki z, kao razlika dve neprekidne funkcije.

Ovaj slucaj se jednostavno prosiruje na situaciju kada je r = a, ili
jex =b.

2) Pretpostavimo da je « € iso M. Tada postoji interval (z—e, x+¢€),
tako da je x = x,, jedina tacka prekida funkcije f na intervalu (x—e, z+
€). Iz monotonosti funkcije f sledi f(z—) < f(x) < f(z+), pri ¢emu
bar u jednom slucaju vazi stroga nejednakost. Tada je

flz—), z—e<t<uz,
sit) =4 flz), t=uz,
flz+), z<t<z+e

ft) = flz—), z—e<t<u,
g(t) = f(t) = s5(t) = {0, t=uz,
flxz+) = f(t), z<t<z+e

ocigledno neprekidna funkcija u tacki x. O
3) Neka je x € cl M. Pretpostavimo da postoji niz (z,, ), sa svo-

jstvom z,, < xi klim z,, = x. Neka je y, proizvoljna tacka skupa
—00

[a,b] \ M, tako da je x,, < yr < z. Tada je klim Yp = T.

Primer 2.3.1. Neka je

-2, r=-—1,

-1, —-1<zx<0,
flz) =40, z=0,

1, 0<z<l

(2, =1
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Tada je
1, —-1<z<0,
2, x=0,
se(r) =
=33 0<cncn
4, x=2.

U skladu sa nasom terminologijom, funkcija ss jeste stepenasta funkcija,
ali nije funkcija skoka, jer nije neprekidna s leve strane. Takode je
vazno primetiti da sy nije neprekidna ni s desne strane. Uovom slucaju
je g(x) = —2 za svako = € [—1,1]. Razlaganje f = g + sy je upravo
opisano prethodnom teoremom.

2.4 Funkcije ogranicene varijacije

Definicija 2.4.1. Neka je f realna funkcija definisana na [a,b]. Ako
postoji konstanta C' > 0 tako da za svaku podelu P segmenta [a, b]:

a=Tg< T <Xy <+ <T,=0b
vazi .
Z |fzk) = fae-1)| £ C,
k=1
onda je funkcija f ogranicene varijacije na [a, b].

Skup svih funkcija ogranic¢ene varijacije na [a,b] oznacava se sa

BVa,b.
Definicija 2.4.2. Ako je f € BV]a,b], tada je veli¢ina

V() =sup Y 1) — fa)

totalna varijacija funkcije f na [a,b], pri ¢emu je supremum uzet po
svim podelama P segmenta [a, b].

Lako je uvideti da ako je f monotona na segmentu [a,b], onda je
f ogranicene varijacije na [a,b], pri cemu je V2(f) < |f(b) — f(a)|.
Takode, ako je f € BV[a,b|, onda je f ograni¢ena funkcija na [a, b].

Dokazacemo osnovna tvrdenja o funkcijama ogranicene varijacije.
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Teorema 2.4.1. Nweka je f,g € BV[a,b] i « € R. Tada je af, f+g €
BVT[a,b], Vi(af) =|a| Vo(f) i Vo(f +9) < Vo(f) + Vi(g)-

Dokaz Formula V(af) = |a| VE(f) je ocigledno tacna, odakle sledi
af € BV[a,b]. Nekaje h = f4+gia=29 <z < -+ <z =0
proizvoljna podela segmenta [a,b]. Tada je

a

Z W) —h(zr-1)] < Z |f(Ik)—f<Ik—1)|+Z 9(xr)—g(zr-1)] < \Clz/(f)"‘\/(g)?

odakle sledi V2(f +g) < V2(f) + Vi(g). N

Teorema 2.4.2. Neka je f,g € BV|a,b|. Tada je fg € BV]a,b]. Ako
postoji konstanta ¢ > 0 tako da je |f(x)| > ¢ za svako x € [a,b], tada
je 1/f € BV]a,b].

Dokaz. Neka, je f,g € BV|a,b]. Tada postoje konstante M i N tako
daje |f(z)| < M i|g(x)] < N za svako x € [a,b]. Tada je

Z |f(zr)g(zr) — fzr—1)g(zr—1)| =

= I @n)g(zi) — fa)g(@n-) + fan)g(@r-1) — f(2e-1)g(@r1)]
k=1

< I fagar) = fan)g@)l + > | f@)g(@r) — fee1)g(zei)]
k=1 k=1

<MY lg(an) — gl@r-1)| + N Y [ f(zr) — f(@r-)]

< MV(g) + N V()

Time je dokazano fg € BV]a,b]. Drugi deo tvrdenja ostavljen je
¢itaocu za samostalan rad. l

Teorema 2.4.3. Neka je a,b,c € R, a < b < ¢, i neka je f realna
funkcija definisana na segmentu [a,b]. Tada je f € BVla,b], ako 1
samo ako je f € (BV]a,c]) N (BV]e,b]). Pri tome je
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Dokaz. = : Neka je f € BVJa,b]. Posmatrajmo podele P, i P;
segmenata |[a, c| i [c, b] redom, odnosno

a=Yy <P < - <Yn=c=20<z1<---<2z,=0b.
Ocigledno, P = P, U P, je podela segmenta [a, b]. Stoga je

S 1F@e) — Fn) |+ 3 1) — Famn)] < V).

k=1
Sledi da je
c b b
V() + V() < V().

<= : Neka je f € (BV][a,c]) N (BV][c,b]), i neka je P :a = xy <
x1 < -+ < x, podela segmenta |a, b|.
Ako je c jedna tacka podele P, recimo ¢ = x;, tada je

Z |f (k)= f(@r—1)| = Z | f(@r)—f(zp—1) |+ Z | f(@r)—fzr-1)| < Vac(f)+Y(f),
k=1 k=1 k=j+1
odakle sledi \ . ,
V() < V() + V().
Ako c nije tacka podele P, tada postoji j tako da je z; < ¢ < x;41.

Stoga je

D 1) = flan-)] 1) = flano)| + () = fla))]

HF i) = F@l+ D0 1flaw) = Flana)| < V() + V().

odakle takode sledi

Time je dokazano tvrdenje. [

Posledica 2.4.1. Ako je f € BVia,b|, tada je x — V(z) = Vi(f)
rastuca funkcija na |a, b].
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Dokaz. Neka je a < x1 < x5 < bi f € BV]a,b]. Na osnovu prethodne
teoreme je

Teorema 2.4.4. (Zordan') Neka je funkcija f definisana na segmentu
[a,b]. Tada je f € BV]a,b], ako i samo ako je f = g — h, pri éemu su
g 1 h rastuce funkcija na |a,bl.

Dokaz. <= : Ako su g i h dve rastuée funkcije na [a,b]. Tada je
g,h € BVla,b]i f=9g—h e BVl]a,b].

= : Neka je f € BV]a,b] i g(x) = Vi(f). Tada je g rastuca
funkcija na [a,b]. Neka je h(x) = Vi(f) — f(z). Tada je f(x) =
g(x) — h(x). Dovoljno je dokazati da je h takode rastuca funkcija na
[a, b].

Neka je a < 1 < xp <b. Tada je f(22) = f(z1) < |f(22) = f(z1)] <
Vi2(f). Stoga je

T2 1 T2

h(zz)=h(z1) = V()= f(@22) =V (f)+f(21) = V()= (f(w2) = f(21)) 2 0.
Time je dokazano da je f rastuéa funkcija na [a, b]. O

Monotone funkcije jesu ogranicene varijacije, ali nisu neprekidne.
Takode postoje neprekidne funkcije koje nisu ogranic¢ene varijacije.

Primer 2.4.1. Neka je

T cosg, x#0,
€Tr) =
/(@) {0, x=0.

Tada je f neprekidna funkcija na [0, 1], ali nije ogranicene varijacije na
[0, 1].
Dokaz. Neka je P, podela segmenta [0, 1]:

1 1
I<—< < < =<1
2n 2n — 1 2

'Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922), francuski matematicar
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za svako n € N. Tada je

& 1 11 1
_ VM= a9 (1 .
521 |f(zp)—f(xr_1)| 5+ < +2+3—|- +n> — 00 (n— 00)
Time je dokazano da f nije ogranicene varijacije na [a, b]. ]

Posledica 2.4.2. Neka je f € BV|a,b|. Tada funkcija f moze imati
prekide samo prve vrste na |a,b], i to njih najvise prebrojivo mnogo.
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Glava 3

Riman-Stiltjesov integral

3.1 Osnovne osobine

Neka su f i g realne funkcije, koje su definisane i ograni¢ene na seg-
mentu [a, b], pri ¢emu je a,b € Ria < b. Neka je

Piaoa=x <1< <z,=0

proizvoljna podela segmenta [a,b]. Neka je d(P) dijametar podele P,

odnosno d(P) = max (x; — x;—1). Neka su & € [zy_1, k] proizvoljne

tacke za svako k = 1,...,n, i neka je
S(f,9,P,[a,b]) = S(P) = > f(&)(g(xk) — g(x1)).
k=1
Tada je S(P) Riman!-Stiltjesova? suma funkcije f u odnosu na funkciju

g (na segmentu [a, b], koja odgovara podeli P).

Definicija 3.1.1. Ako postoji broj I = I(f,g,[a,b]) tako da za svako
e > 0, postoji § > 0, tako da za svaku podelu P segmenta [a, b] i svaki
izbor tacaka & € [rg_1, zg] vazi implikacija

d(P) <0 = |S(P)—1| <e,

!Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866), nemacki matematicar
2Thomas Joannes Stieltjes (1856-1894), holandski matematicar
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tada je broj I Riman-Stiltjesov integral funkcija f u odnosu na funkcij g
na segmentu [a, b]. Tada je funkcija f integrabilna u Riman-Stiltjesovom
smislu (RS-integrablina) u odnosu na g na segmentu [a, b], i

[:/abfdg.
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